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Le probleme de Riemann consiste a calculer a l'aide des equations de l'hydro-

dynamique l'ecoulement resultant de la juxtaposition de deux fluides ayant des etats

a priori differents. Dans les codes numeri.ques un tel probIeme se pose a chaque

interface entre deux mailles et sa solution est fournie par un solveur de Riemann.

Les methodes numerLques faisant appel a un solveur de Riemann ont connu un

grand deve Ioppemerrt ces dernieres annees . Par contre, leur introduction dans les

codes d'hydrodynamique n'a pas eu Ie meme succes. L'une des principales raisons en

est que la plupart des solveurs de Riemann ont ete ecrits pour des gaz parfaits et

ne s'appliquent pas a des equations d'etat quelconques. En outre, si un solveur de

Riemann s'introduit facilement dans un code unidimensionnel il n'en est plus de meme

pour les codes lagangiens multidimensionnels car il faut alors trouver la vitesse

des noeuds qui n'est plus fournie par Ie solveur de Riemann.

Le but de cet article est de presenter plusieurs types de solveur de Riemann

et de montrer comment ils ont ete introduits dans differents codes de calcul : un

code a grille variable, un code eulerien multifluide et un code eulerien pour les

ecoulements reactifs.

I - LES 5XlLvaJRS DE

Suivant Ie type de schema qui est considere, plusieurs solveurs de Riemann

peuvent etre envisages .

• Le solveur de Riemann simple est utilise dans les codes lagangiens et dans

les codes eu l.er i.ens ou a grille variable. comportant une phase lagrangienne. Il

calcule la pression et la vitesse a l'interface pour Ie probleme de Riemann cons i-

dere.
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• Le solveur de Riemann direct est utilise dans les codes euIerLens , ou a
grille variable, sans phase lagrangienne. 11 calcule directement les flux de masse,

de quantite de mouvement et d'energie, a travers l'interface consideree en fonction

de la vitesse de grille •

• Le solveur de Riemann generalise III est utilise dans les codes faisant appel

a un schema d'ordre 2 de type Van Leer. 11 peut etre direct ou non et il calcule la

solution du probIeme de Riemann et sa derivee par rapport au temps a l'aide non

seulement des etats de part et d'autre de l'interface mais aussi des gradients des

quantites considerees.

11 est possible de resoudre un probleme de Riemann quelle que soit l'equation

d' etat. Neanmoins, afin d' eviter des calculs trop longs, il est preferable que

l'equation d'etat permette de definir analytiquement les isentropiques et les

courbes de choc. La plus simple des equations d ' et.at ayant cette propri.et.e est

l'equation d'etat binomiale

e =
P + Y Po
(y + 1) (, + '0) - eo

Cette equation d' etat est une generalisation de I' equation d ' etat des gaz

parfaits qui permet de considerer non seulement des gaz (Po = 0) mais aussi des

solides. Le solveur de Riemann est alors, a 1 'introduction pres des parametres Po et

'0' identique a ceux utilises pour l'equation d'etat des gaz parfaits. Dans ce qui

suit '0 est toujours nul et, y, Po et eo sont determines, pour chaque materiau, de

a bien approcher la courbe d'Hugoniot definie a partir de l'etat initial du

materiau. Les calculs avec les differents codes montrent que Ie choix des parametres

n'influence que faiblement les resultats a condition de faire appel a la veritable

equation d'etat pour tout ce qui ne concerne pas Ie solveur de Riemann.

II - APPlICATIOO IT RESULTATS tuERIaJES

I1.1 - GAIA : UN CODE D'HYDRODYNAMIQUE BIDIMENSIONNEL ET AGRILLE VARIABLE.

GAIA est un code bidimensionnel qui utilise plusieurs methodes derivees des

travaux de Godounov et ses collaborateurs. A chaque bras Le solveur de Riemann

direct est employe de sorte qu'il n'y a ni phase lagrangienne ni phase de projec-

tion. Le code ne fait pas appel a la methode des directions alternees

SCHEMAS DE GoDOUNOV (X,Y) ET «(,n)
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Les equations de l'hydrodynamique en variables euleriennes

au + F(U) + G(U) = 0at ax ay

p pu pv

U pu , F(U)
pu> + p G(U) puv

pv puv pv> + p
pe (pe + p)u (pe + p)v

s'ecrivent sous forme integrale Sfu dx dy + F dy dt + G dt dx = O.

/;
11

I 4
11

Fig. a

• Le schema de Godounov grille variable cartesien est construit (cf. fig. a) en

appliquant cette formulation a la surface fermee (l', 2'. 3', 4', 1". 2". 3". 4")

de1imitee par les 4 sommets d'une maille au cours de son deplacement arbitraire sur

Ie pas de temps En adoptant les notations :

"n+1= SS dx d , "n = SS dx d.. (1",2",3",4") y.. (1',2',3'.4') Y

Q•.= Sf (., ., 'It i ") dx dy • lfl., = Sf ( ., " 'It i ") dy dt ,J.J J. •J •J •J. J.J J. ,J ,J , J.

¢,.= Sf(" " 'It .,,)dt dx ,Q4J' = U.. Q., + F,. lfl.. + G4J· 1/!4
J'J.J J. ,J , J ,1. J.J J.J J.J J.J

ou Ui j• Fi j, Gi j designent 1es va1eurs moyennes des quantites U, F et G sur Ie cote

[ijJ a l'instant t + 6t/2. Ie schema numerique reliant Un a un+1• quantites conser­

vatives au centre de la maille aux instants t et t+6t, s'ecrit :

En calculant les positions moyennes des sommets
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en approchant les surfaces 0ij' par:

0ij = [(Xj,,-Xi,) (Yi"-Yj')-(Xi"-Xj') (Yj"-Y j ' ) ] lit (Yj-Yi), lIt(xi-xj )
puis en definissant une vitesse de grille W.. telle que:

J.)

Le flux numerLque Q•. prend la forme
J.)

Cette expression devient, en introduisant les cosinus directeurs de la nor-

male au cote a ..
J.)

F.. a ..
J.) J.)

ou encore, en faisant apparaitre la composante normale de vitesse matiere

Ni j = a i j Ui j + Vi j

*R(W* - N)
RU(W* - N) - aP
RV(W* - N) -
RE(W - N) - NP

ij

Les quarrt I t e s (R, P, N, E) .. sont ca Lcu l ees par resolution du probLeme de
1) *

Riemann selon la direction normale au cote. Si U.. designe la vitesse de la discon-
1)

tinuite de contact, la composante tangentielle de vitesse matiere est choisie

d'apres

* *, si W.. < U..
T •• J.) J.) J.)
1) * *si W.. > U..

1)
,

1) 1)

Les composantes cartesiennes de vitesse necessaires au calcuI du flux numeri-

que Q.. sont reconstituees par U..
J.) J.)

V.•
1)

• La version curviligne du schema de Godounov 2-D est sensiblement plus com-

plexe.
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Un repere curviligne local est defini pour chaque maille en debut de

chaque pas de temps. Les equations d' Euler sont cons i.derees selon les composantes

intrinseques de vitesse un) [resp. (uk' pour chaque ligne de coordonnee

[resp. Les schemas numeriques grille variable est alors bati comme dans Ie cas

car t es i.en , par integration sur I' element de volume. Des termes apparaissent en

second membre des equations de l'impulsion, en raison de la courbure des lignes de

coordonnee et de la non-orthogonalite du maillage.

La derivation complete figure dans l'ouvrage [2]. La variante implantee dans

Ie code GAIA est donnee en reference (1).

ExTENSION 1VD D'ORDRE 2

a - Equation de l'advection

au + feu)
at ax o ou feu) a u a = cste

Le schema decentre et Ie schema de Lax-Wendroff, schemas respectivement

d'ordre 1 et 2, s'ecrivent en posant 0 = a6x/6t :

n+lu.
].

nu. -
].

Une large classe de schemas TVD "quasi" d'ordre 2 s'obtient pour cette equa-

tion (voir par exemple /4/, /S/) en introduisant un limiteur 4> permettant de

retrouver Le schema d'ordre 1 sur les dtscontinui.t.es , Iii ou Le schema d'ordre 2

genererait des oscillations.

d LW d
= + 4> - avec 0 1.

b - Systeme hyperboligue non lineaire de lois de conservation

au + F(U) 0 ou A
at ax

aFau' A a valeurs propres reelles.

La methode de linearisation de Roe, etablie pour les equations de la dynami-

que des gaz dans Ie cas gaz parfait, peut s'appliquer avec l'equation d'etat bino-
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, Fi +1) de valeurs propres de

d'apres

A ARoe (F.
k

en determinant

miale. En calculant la matrice
-k

vecteurs propres

F.
J.

La schema scalaire "quasi" d ' ordre 2 precedent s' ecrit pour Le syst.eme Hneari.se ,

apres quelques manipulations algebriques.

Les deux premiers termes constituent Ie flux decentre de Roe qui, pris isole-

ment, aboutit a un schema numerique du premier ordre. Le dernier terme s'interprete

ainsi comme un flux d'antidiffusion.

La specificite du schema numerique d'ordre 2 developpe dans Ie code GAIA est

d'utiliser ce flux d'antidiffusion de Roe avec Ie flux de Godounov (i.e. solution du

probleme de Riemann).

c - Hydrodynamigue 2-D grille variable n)

L'implantation en deux dimensions d'espace est realisee par la methode tradi-

tionnelle de "splitting", mais en variables curvilignes c ' est-a-dire en considerant

dans la determination du flux numerique selon la direction du maillage logique

(resp. n) A' a
at

, a ,t tf" ,

B, [resp. at + A = B ]avec = "=

Les flux d ' antidiffusion sont ca l cules par la methode precedemment exposee

pour etre ajoutes aux flux de Godounov.

A I 'heure actuelle la ddscret.Lsat i on de certains termes sources, notamment

ceux de non-orthogonalite du maillage, est encore realisee a l'ordre 1.

RESULTATS NUMERIQUES

1/ Implosion spherigue
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Les performances du code GAIA en calcul d'implosion sont illustrees fig. I,

2, par Le cas test severe propose par W. NOH /6/ associant une forte compression

isentropique a un choc d' intensite infinie. Le schema numerLque de von Neumann­

Richtmyer concede, en utilisant la formulation classique de pseudoviscosite, d'im­

portantes erreurs au pole et sur Ie niveau du choc retour. Ces erreurs sont particu­

lierement bien corrigees par Ie schema GAIA d'ordre 2.

2/ Choc oblique

L'exemple suivant permet de verifier la qualite du schema quant aux pheno­

menes 2­D d'interaction entre materiaux. La figure 3 montre une geometrie correspon­

dant a une transmission de choc (41,S Gpa) d'un materiau d'impedance forte vers un

autre materiau d'impedance faible avec une incidence de 17 degres. Sur les figures 4

et 5, la tres bonne linearite des isobares et isodensites pour les chocs incidents

transmis, ainsi que pour la detente reflechie souligne I' excellente precision en

presence d 'un maillage grossier a priori imparfaitement adapt.e a La simulation du

phenomene.

3/ Relevement de cylindre

Le dernier exemple presente un relevement de cylindre (explosif TATB­cuivre)

obtenu en utilisant un maillage relativement grossier (cf , fig. 6). Nous donnons

fig.7 et 8 Le maillage utilise avec Le code GAIA traitant en grille variable Le

glissement et l'advection dans Ie sens longitudinal et Ie maillage utilise avec un

code lagrangien multibloc. Les courbes de la figure 9 soulignent a nouveau la par­

faite ttpropretett de la mise en vitesse.

11.2 - CEE-R UN CODE EULERIEN HULTIFLUIDE

Le code CEE­R est un code bidimensionnel qui utilise la methode des direc­

tions alternees. En outre, Ie schema employe dans chaque direction est d'ordre I et

se decompose en une phase lagrangienne utilisant un solveur de Riemann et une phase

de projection basee sur la methode SLIC.

Le code est multifluide, d'ou quelques difficultes pour introduire un sol­

veur de Riemann. Chaque maille peut contenir plusieurs materiaux et pour Ie solveur

de Riemann il faut defInd.r un etat et une equation d' etat de chaque cote du bras

considere.

L'equation d'etat de melange est obtenue a partir de la relation
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IMPLOSION SPHERIQUE : cas test de Noh (Tnu• I, P = I, Ur = -l,p = 0, Y= 1.4)

Fig l.a Maillage initial GAIA

Fig l.b Maillage final GAIA

Fig 2. Profils de densite = 64)

- courbe 1: schema 1-D de Rytchmyer (pseudo quadratique) 100 couches

- courbe 2: schema 1-D de Rytchmyer (pseudo quadratique) 400 couches

- courbe 3: schema 2-D GAIA 100 couches
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Fig. 3.
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Fig 4.

CHOC OBLIQUE 2-D: lourd - leger

Fig. 3. Geometric et maillage

Fig. 4. Isodensites

Fig. 5. Isobares

Fig. 5.

RELEVEMENT DE CYLINDRE : TATB - cuivre

Fig. 6. Geometric et maillage

Fig. 7. Maillage GAIA grille variable monobloc

Fig. 8. Maillage code lagrangien multibloc avec glissement

Fig. 9. Courbes de mise en vitesse

- trait plein: schema GAIA d'ordre 2

- trait pointille : schema de Wilkins multibloc
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de f i.rri.ssarrt I' emergie interne specLf i que (e) d 'une maille mixte (Le. contenant

plusieurs materiaux) a l'aide des energies internes specifiques de chacun des mate­

riaux (e
k
) . En introduisant l'equation d'etat binomiale pour Ie melange et pour

chaque materiau la relation devient :

(UL1)
p + ypo

p V (y-l) P

Cette relation doit etre toujours verifiee. En particulier s5 le melange est

isobare elle s'ecrit :

p + r po
1 V

Y -

p + Yk po
L k V
k (Yk ­ 1) k

Cette derniere egalite est valable quelle que soit la valeur de P, par con­

sequent nous obtenons

1 +
V

Y Vk
,

L-
k Yk­ 1

et
0

po r:..! Yk Pk
Vk·

L--
yv k Yk- 1

Reste maintenant a def i.n i r des valeurs moyennes dans les mailles mixtes.

S'il est facile d'obtenir une densite moyenne a partir de la masse totale des mate­

riaux et une vitesse moyenne a partir de la quantite de mouvement totale, le cas de

la pression est plus delicat. Pour cela, il faut revenir a la relation (111.1) qui,

en faisant intervenir la definition de y et po, se simplifie pour donner:

PV
y-l

soit

P

Le solveur de Riemann peut done etre utilise a chaque bras, meme dans Ie cas

demaillesmixtes.etdefinitunepressionetunevitessesurlebrasconsidere.Si
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la phase lagrangienne s'effectue classiquement (en appliquant les lois de conserva­

tion) pour les mailles pures (avec un seul materiau), pour les autres il faut non

seulement calculer les accroissements (algebriques) de volume, de quantite de mouve­

ment et d'energie mais aussi repartir ces accroissements entre les divers materiaux

constituant la maille consideree.

Tout d'abord, les accroissements de volumes OVk sont repartis en fonction

des accroissements calcules a l'aide des equations d'etat simplifiees. Les accrois­

sements de quantite de mouvement sont repartis au prorata des masses. Cette reparti­

tion faite il est possible de calculer un accroissement d' energie cinet.Lque pour

chaque materiau et donc aussi pour la maille. Finalement, l'accroissement d'energie

interne, obtenu par difference entre l' accroissement d' energie totale et celui

d'energie cinetique, est reparti en fonction des produits Pke OVk.

RESULTATS NUMERIQUES

1/ Instabilites de Rayleigh­Taylor

L'utilisation d'un solveur de Riemann a permis de passer des calculs d'ins­

tabilites en milieu quasi incompressible et d'obtenir des resultats dont la qualite

peut etre appreciee sur la planche 10 qui represente l'etat de l'interface entre Ie

gaz lourd et Ie gaz leger a differents instants.

2/ Implosion spherigue

Les figures de la planche 11 montrent l'evolution d'une sphere composee de

trois materiaux concentriques (tantale, molybdene et air) et soumise a une pression

exterieure de 500 kilobars. Bien que la methode soit eulerienne et d'ordre un, la

sphericite est bien conservee.

11.3 - ARES UN CODE POUR LES ECOULEMENTS REACTIFS

Pour resoudre les equations de l'hydrodynamique,

£e. + v £e.+ av
+ X pv 0,at ar p ar

av + v av + .! ap = 0
at ar p ar '

aE + v aE + .! a(pv) Pv 0at ar p ar + X p



28

15

1\ v

48

INSTABILITES DE RAYLEIGH-TAYLOR:

Evolution d'une interface avec le code CEE-R

PLANCHE 10
28 F----+--"'"

15

28 e-------+--

T=0,000E-02

28 f-----+--

15 f-----'

T=0,750E-02

T=0,250E-02

28 f------+--

T=1,000E-02

T=0,S00E-02

28

5

T=lc250E-02
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IMPLOSOIR SPHERIQUE : Pi",,,,,,.=1 bar, Put",".,.= 500 kbar

• milieu I : air , milieu 2 : molybdene , milieu 3 : tantale

• geometries avantet apres rebondavecIe codeCEE-R
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couplees a la cinetique chimique

aw + aw
at v ar f(P,p,w) ,

et a l'equation d'etat binomiale.

e = -eO ou e E u 2 ; r,Po et eO sont des fonctions de w ; X est une

fonction de r, la methode utilisee dans ARES et basee a quelques details pres sur Ie

schema de B.Van Leer /7/ se decompose en deux phases: une phase lagrangienne qui

permet de calculer 1 'evolution du fluide cons i dare et une phase de remaillage qui

traduit cette evolution sur un maillage donne (en general eulerien). Apres chacune

de ces phases, une procedure de correction est necessai re pour assurer une bonne

stabilite au schema. Chaque phase definit des valeurs moyennes et des gradients pour

chaque maille ; les gradients sont modifies lors des procedures de correction afin

que Ie schema soit monotone. L'ordre 2 est obtenu en utilisant une projection d'or-

dre 2 et un solveur pour Ie probleme de Riemann generalise tenant compte de la cine-

tique chimique. Cette methode a ete choisie car c'est une amelioration du schema de

GODOUNOV qui est cons i dere comme Le meilleur schema monotone d' ordre 1. Par ail-

leurs, la decomposition en deux phases permet de greffer plus facilement une methode

de suivi de front.

Pour les ecoulements reactifs la methode des directions alternees est

legerement modifiee en raison de la cinetique chimique. En effet, celle-ci ne peut

etre traitee a chaque balayage car la methode ferait alors degager I' energie deux

fois trop vite. Pour palier cet inconvenient, la cinetique n'intervient a chaque pas

de temps que lors du second balayage, Ie premier balayage se contentant de convecter

les fractions brulees. Cette methode a l'avantage d'etre moins diffusive que celIe

qui consisterait a appliquer la cinetique a chaque balayage mais pour un demi pas de

temps. Elle permet en particulier d'utiliser des maillages plus grossiers sans trop

deteriorer la solution.

Suivi de front unidimensionnel

Lors de la phase de projection d'un calcul unidimensionnel, Ie maillage sur

lequel on projette la solution obtenue apres la phase lagrangienne peut ne pas etre

fixe mais varier d'un instant a l'autre (i.e. la methode qui a ete mise en oeuvre

peut s'appliquer aussi bien en Euler qu'en grille variable). En effet, pour amelio-

rer la precision du calcuI il est parfois utile de pouvoir suivre un front de dis-

continuite (front de detonation, choc, discontinuite de contact).

Pour introduire la position du front a un instant donne dans Ie maillage la
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premiere methode envisagee consiste simplement a remplacer le noeud qui suit imme­

diatement le front par le front lui­meme (voir figure PI). Mais cette methode pre­

sente l' inconvenient d' introduire parfois des mailles de dimensions trop faibles.

C'est pourquoi il est alors preferable de remplacer Ie noeud le plus proche du front

et non plus systematiquement celui qui suit (voir figure P2).

Quelle que soit la methode choisie il n'y a pas de modification a apporter a

la phase de projection, une fois que le nouveau maillage a ete defini. Par contre,

pour la phase lagrangienne, il convient de distinguer entre les dd.scontdnuf.tes de

contact qui sont des surfaces fluides et les autres fronts.

Dans l.e premier cas la phase lagrangienne ne subit aucune modification et

permet de definir la nouvelle position du front (voir figures QI et Q2).

Dans le second cas il convient d'ajouter a nouveau une maille correspondant

a la masse de fluide t raversee par Le front entre I' instant t et l' instant t+At

(voir figure R). Les valeurs moyennes dans les mailles de part et d' autre de la

position du front a l'instant t+At sont determinees par la conservation de la masse,

de la quantite de mouvement et de l' energi.e totale. Les pentes sont ca.l.cul.ees a

I' aide des valeurs connues ou obtenues de part et d' autre du front. Dans Le cas

d'une detonation C­J ces quantites sont fournies par la theorie, tandis que dans le

cadre d'une discontinuite de contact ou d'un choc, elles sont donnees par la solu­

tion du probleme de Riemann generalise correspondant a la discontinuite consideree.

Les deux versions (bidimensionnelle et unidimensionnelle avec suivi du choc

initiant la detonation) du code ARES ont ete testees.

Dans Ie cas unidimensionnel l'exemple traite est une transition choc­ deto­

nation de type Forest Fire. Le choc initiant la detonation est reactif, c'est­a­dire

qu'une partie de l'explosif est decomposee lors du passage du choc. La planche 12

r epreserrte les "Pop Plot" t.heor i.que et numer i.que reliant la pression (P) a la dis­

tance parcourue par Le choc (x) , les profils de pression et de fraction briilee a

differents instants et enfin les courbes de vitesse du choc et de pression sur Ie

choc en fonction du temps.

Dans le cas bidimensionnel l'exemple traite est Ie contournement d'un coin

par une onde de detonation. La planche 13 represente les isocontours de pression,

densite, vitesses et fraction brulee a l'issue du calcul.
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Fron t de detonation
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TRANsmON CHOC-DETONATION : explosif PBX-9404

Fig. 12.a Superposition des "Pop plots" theorique et numerique

Fig. 12.b Etablissement de 1adetonation

Fig. 12.c Vitesse du front reactif en fonction du temps

Fig. 12.d Pression sur le front reactif en fonction de la distance parcourue
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CONTOURNEMENT D'UN COIN; explosif PBX-9502

• Amorcage plan, cinetique "Forest Fire"

• Isovaleurs apres le contoumement

PLANCHE 13
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z
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Z
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Les exemples precedents montrent qu'il est possible d'introduire avec succes

les methodes numeriques utilisant un solveur de Riemann dans des codes d'hydrodyna­

mique.

Il faut noter cependant qu ' aucun des codes presentes n ' est lagrangien. En

fai t , si Le solveur de Riemann fourni tune vitesse au milieu des bras, les codes

lagrangiens ont besoin d'une vitesse aux noeuds. Malgre de nombreux travaux /8/, il

semble qu'aucune solution vraiment n'ait ete trouvee.
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