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Soient 2 Ie groupe des entiers, 1 = ffi / 7 Ie groupe dual muni de la

topologie usuelle et 1
d

Ie groupe muni de la topologie discrete. 1e compac

tifie de Bohr B de 2 est Ie groupe dual de 1
d

et l'injection 2 Best

duale de l'injection canonique de 1
d

dans 1. Grace a I 2 devient un sous

groupe dense dans B.

La methode aleatoire exposee cidessous permet de construire des ensem

bles A "rares" dans 7 au sens de l'analyse harmonique mais tels que (A)

soit dense dans B. Cependant, la question la plus interessante: "existetil une

suite de Sidon dense dans B?" reste ouverte.

Une condition necessaire et suffisante pour qu'une suite Ac 2 soit

dense dans B est que, pour tout entier s 1 et tout x E 1s , l'ensemble A x

des A x , A Ell., soit dense dans Ie groupe engendre par x dans 1s•

Ceci dit, nous ne savons pas s'il existe une suite de Sidon A

pour laquelle A x soit dense dans 1 pour tout x "irrationnel" de 1. Nous

montrons au § 1 que certaines suites aleatoires sont denses dans B. Les applica

tions a l'analyse harmonique sont donnees au § 2.

§ 1 - Suites aleatoires denses dans Ie compactifie de Bohr des entiers

Nous considerons une classe de suites aleatoires construites de la maniere

suivante : soit 1 , une suite rapidement croissante d'entiers, l'on

suppose > , et choisissons au hasard £k nombres entiers dans l'intervalle

Notons l'ensemble ainsi obtenu par A
k

et posons A U A
k•

11
k 1

n'est pas tres difficile de voir ([lJ) que A est presque surement de Sidon si

et seulement si £k = 0 (log
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Theoreme. Supposons qU'il existe c > 0 tel que l'inegalite i, > c log soit
k

satisfaite pour une infinite de valeurs de k Soit 11 > 0 tel que e c < 1" .
Alors il est presque sur que. pour tout s et tout x E 1

s ,

(h) > 11s
x

etant la mesure de Haar du sous groupe ferme engendre par x dans 1
s
.x

Corollaire. Si i,
k

n'est pas o , k + , presque toutes les suites

sont denses dans Ie compactifie de Bohr de

En effet, les hypotheses du theoreme etant valables pour tout c > 0 ,

la conclusion l'est pour tout 11 < 1. Done pour tout x E 1
s , A x est dense dans

Ie groupe engendre par x.

Passons a la preuve du theoreme. II suffit de demontrer que, pour tout

entier s 1 , presque toutes les suites A sont telles que, pour tout x E 1
s ,

D'autre part, quitte a changer d'indices, on peut supposer que

pour tout k 1.

y apparait une

Soit maintenant (Ok)7 une suite denombrable d'ouverts de ayant

les deux proprietes suivantes : tout ouvert lJ C TS est reunion eroissante d'ou

verts de la suite et tout ouvert apparaissant dans la suite

infinite de fois.

implique querevient a montrer que, pour tout

Soient

n'est pas vide.

E C une partie compaete et x E 1
s . Montrer que (E) 11s

x

onE
k

L'idee de la preuve est de remplaeer l'ensemble non denombrable des points

de tests x E T
S

par un ensemble fini G
k

(adapte a la partie A
k

de A).
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Notons d'abord par F
k

l'ensemble des (k points de 1
s

de la

forme

tels que

a

et notons par 113 sous ensemble de F
k

forme des a tels que

Card {n ; < n et n a EO; > (1 _ TIs)
k
J

Ces definitions de Fk et de Gk
ne dependent pas de A Pour tout

a E Gk ' La probabili te de choisir l' ensemble A
k

de sorte que Ak a
s1-

est majoree par TI k ; 113 nombre d'elements de G
k

ne depassant pas , la

probabilite pour que, pour tout no
k

ne soit pas vide,

Puisque 13 TIc < 1 , la croissance rapide de la suite des entraine la conver-

gence de la serie

Du theoreme de Borel-Cantelli, nous deduisons 113 lemme suivant.

Lemme. Pour presque toutes les suites A k
o

tel que pour tout

k > ko et tout a E Gk ' Ak a rencontre Ok'

Montrons maintenant que cette derniere propriete entraine (1). x) :.: TIs,
x

SoH x E 'Is , 0 un ouvert de la suite des (OJ tel que (0) > 1 _ TIs. Ap-
x

pelons 0' et 0" deux autres ouverts de la suite des tels que 0' cO ,

et que, (Oft) > 1 - TIs. La distance d'un nombre reel011 C 0'

l'entier 113 plus proche est notee et pour tout

Xl

x = (x
1
, ••. ,x

s)
E 'Is, on pose
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Soit e > 0 assez petit pour que tout point y E 1s dont la distance a O· ne

depasse pas e appartie=e a O. De pour 0" et 0',

Pour N N ,on a
o

Card tn ;

Pour tout entier k tel que o = O· , que
k

et assez grand pour que

s
k > ; , appelons un element de F

k
tel que

lIa _ xii < _s
k k

On a lin ak - n xii < e pour ,,; n S; et done n x E 0" implique

n a
k

EO' = Ok' Par consequent a
k

E G
k

et grace au lemme \ ak
n 0' n'est pas

vide. Le raisonnement fournit A
k

x no ¢ ee qu'il fallait demontrer,

§ 2 - Applications a l'analyse harmonique

Etant donnee une fonction (q) qui tend vers l'infini avee q (arbi-

trairement lentement), on peut eonstruire un ensemble A d'entiers naturels, dense

dans le eompaetifie de Bohr de Z, mais tel que, pour tout somme trigonometrique

f dont les frequences appartie=ent a 11., on ait

11 suffit que, dans la construction aleatoire d'une suite d'entiers du § 1 , l'on

et que * (k) croisse assez vers + ro (en fonction de
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