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0. INTRODUCTION .-

Le probléme de la mesure et du test du caractére agrégatif d'un processus
ponctuel sur IRZ a recu d ce jour uncertain nombre de solutions qui ne sont
pas toutes satisfaisantes. Dans la suite, nous proposons une tentative de

résolution pour les processus stationnaires ergodiques.

1. RAPPELS ET NOTATIONS .-

Pour simplifier les notations [RZ sera noté X, 3 est sa tribu boré-
Tienne et I)Eo Ya famille des boréliens bornés.

Soit & 1'ensemble des mesures de Radon positives sur X, et &) Ta
tribu des boréliens vagues. On note & ° 1'ensemble des mesures ponctuelles
et 4 1'ensemble des mesures ponctuelles simples, c'est-&-dire des mesuresqui
chargent chaque point de X de la masse O ou 1.

Un processus ponctuel est une mesure aléatoire, c'est-d-dire une loi de
probabilité sur (4, i) qui charge o'". P est un processus ponctuel
simple si Pt ) = 1.

Si f est une fonction bornée mesurable & support compact,

u(f) = jx f(x) uldx)

existe pour tout v el . A chaque f, on associe la variable aldatoire

po Z(f, u) = u(f).
ol u est la réalisation du processus P.

¥ Ce travail a &té effectué durant un séjour au sein de 1'équipe de Statisti-
ques de 1'Université Paris XI 91405 ORSAY (E.R.A. CNRS - 532)



Si f est 1'indicatrice d'une partie borélienne bornée A de X, la
variable aléatoire sera notée Z(A, .). Si P est un processus ponctuel
simple, alors

2(F, w) = ] F(x)
X € 5Upp.u
et Z{A, u) = # (A 0 supp. u)

ol supp.u désigne le support de .

Z{A, u) est donc le nombre de points de la réalisation qui "tombent”
dans A.

Pour toute mesure de Radon positive sur X, on notera Pp le processus
de Poisson de mesure d'intensité o.

Soit HX}

xeX Te groupe des translations du plan défini par

Ty) =x+y Vx, yeX.

f é&tant une fonction bornée rmesurable & support compact sur X quel-
congue on définit la transformée d‘une mesure detﬁz par TX par

Toulf) = [ flxy) u(dy)
X

¢ @&tant une fonction bornée, mesurable, vaguement continue sur JGZ quelconquey
on définit la transforméed'un processus P sur X par TX par

T, Ple) = {ﬁ)¢(Txu) P(du).
Dans la suite, on s'intéresse uniquement aux processus stationnaires,
c'est-a-dire tels que TX PEP VxelX.
Si P est stationnaire, i1 est stationnaire du premier ordre, et par
conséquent son moment du premier ordre vé])(.) est proportionnel & Ta mesure
de Lebesgue A(.) sur X, soit v(;)(.) =7 x.).

On lui associe sa mesure de Palm PO qui est 1'unigue mesure positive
g-finie sur (4, D) telle que la mesure Po(-) B8 Zx(.) définie sur
Jex X soit 1'image de la mesure P{du) u(dx) par 1'application

(Us X} - (T_X s X)

de olbxX dans lui-méme.



2. POSITION HEURISTIQUE DU PROBLEME .-

Soit un processus de Poisson homogéne sur X, c'est-d-dire dont la mesure
d'intensité est proportionnelle 3 la mesure de Lebesgue.

Envisageons la restriction & une partie borélienne bornée F de X de ce
processus. L'événement {Z(F, n) = n } a lieu avec la probabilité

o~ LA (F) [Zx(f)j" ,
nl

et conditionnellement 3 cet événement, les n points de la réalisation sont

indépendamment et identiguement distribués selon la loi uniforme sur F. On

peut expliguer cela de fagon imagée en disant qu'il n'y a ni "attraction”,

ni "répulsion" entre les différents atomes de la réalisation. Par contre

certains processus présentent ces phénoménes. On dira qu'un processus est agré-

gé (resp. régulier) si la probabilité de trouver un ou des atomes du processus

dans un certain voisinage de x, sachant que la réalisation observée charge

x, est plus grande {resp. plus petite) que pour les processus de Poisson

homogéne ayant le méme moment d'ordre T.

I1 s'agit donc, d'une part, de “mesurer" ce caractére agrégatif & 1'aide
d'une mesure, ou & défaut, d'une fonction d'ensemble et, d'autre part, de fes-
ter la présence ou 1'absence de ce caractére a 1'aide de 1'observation d'une
réalisation du processus. Deux exemples parmi d'autres indiquent 1'importance
pratique de ce probléme. En épidémiologie, les individus atteints étant les
points de la réalisation, on peut penser qu'une maladie contagieuse se tra-
duira par un processus agrégé. Dans une population de plantes, par contre, un
phénoméne de compétition donnera lieu & un processus régulier. Les &cologistes
utilisent un certain nombre de procédés pour tenter de caractériser 1'agréga-
tion d'un processus. Pour un exposé de cette question on peut par exemple
consulter Pielou [5] .

Plusieurs de ces procédés reposent sur le comptage en carrés contigus. On divi-

se la région & échantillonner en carrés contigus et égaux. Soient Cl’CZ""CN
les carrés entiérement inclus dans la région & échantilionner. On observe
Z(Ci,u) =N, i=T,..., N.

On calcule 1a moyenne m et la variance expérimentale V des n, puis le

N
rapport 1 “mZ
v _ wiklngm
m N
1
ik



Dans le cas d'un processus de Poisson homogéne, pour une grande région
d'échantillonnage et pour un grand N, ce rapport est proche de 1. Une valeur
"trés inférieure” & 1 doit indiquer un processus régulier, une valeur "trés
supérieure” & 1 doit indiquer un processus agrégé. Ce rapport est utilisé
comme critére du caractére agrégatif du processus et comme statistique de
test . En tant que critére du caractére agrégatif, % n'est pas satisfaisant
dans la mesure ol sa valeur dépend de la réalisation du processus, de la
taille des carrés, de la région échantillonnée et non de la 1o de processus
méme. En tant que statistique de test, on peut également Tui reprocher sa
variabilité en fonction de la taille des carrés, bien que, dans la pratique,
on puisse s'intéresser au caractére agrégatif d'un processus & une échelle
connue & 1'avance. De plus, si 1'hypothése nulle est bien précisée, 1'alterna-
tive est certainement beaucoup trop large. Enfin, on ne se préoccupe pas de
savoir si % est une "bonne statistique" c'est-3-dire si, asymptotiquement,

dans un sens & préciser, le rapport % dépend ou non de la réalisation.

Dans ce qui suit, nous proposons une fonction d'ensemble qui est un
critére possible d'agrégation des processus ponctuels stationnaires et du
second ordre. I1 est possible d'estimer cette fonction d'ensemble par un
estimateur sans biais, consistant dans le cas ol le processus est ergodique.
On utilise cet estimateur comme statistique de test et 1'on examine sa lofi
asymptotique sous 1'hypothése nulle : Ta réalisation que 1'on observe est
celle d'un processus de Poisson homogéne.

3. CRITERE D'AGREGATION DES PROCESSUS STATIONNAIRES SUR RZ (%) -

On cherche une fonction d'ensemble qui corresponde au rapport % utilisé
par les écologistes.

Soit € un borélien borné du plan, d'aire strictement positive. Nous
avons vu que, par stationnarite

ELz(c, 0] =00 = 7 0.

D'autre part, supposons que P soit du second ordre. Son moment du
second ordre v p est tel que

VB (Fag) = [, P(d) wldx) w(dy) F(x) gly)
dbx X

et pour  f=g=1g, v{g)(f 8 g) = E[Z(C, u)zj

{x) 11 est clair que tout peu s'adapter facilement & Rk, k>1.



Par suite des propriétés de 1a mesure de Palm appliquées & la fonction
(v > x) ~ j'X 1C(X) ]C(Y) u(dy) .

On a

ELZ(C, )70 = [, Poldu) 1o(x) Talxty) A(dx) u(dy).
dhx X

or, jX 1000 Tgley) A(dx) = A(CRT,(C))

est 1'aire de 1'intersection de C avec son image par la translation de
vecteur y .

Pour tout C de 360 de mesure non nulle, on peut donc définir la fonc-
tion d'ensemble

(
() = | Poldu) u(dy) "“’“’%"‘“

#ox X ME)
qui est telle que

ZM(C) &(C) = E[Z5(C.)].

IT est clair que £(C) n'est pas une mesure, car elle n'est pas
c-additive.

Pour le processus de Poisson de mesure d'intensité Z A(.),
G(C) = 1 + Z a(C).

Pour un processus stationnaire quelconque, tel que v(;)(.) =Zx.),
&(C) est un critére d'agrégation.
En effet, on peut interpréter ¢t(C), a partir de 1'interprétation de PO
comme probabilité conditionnée par u( 01 ) = 1.

Supposons que C ait un "centre" et que ce centre soit en 0. Alors

MC AT (C))
IX w(dy) ——L—" = f(y)

AMC) supp. un €'
o C'=1{y, yeX ;A(CnTy(C))#O}.

MCaT (C)) -
Et fly) = —L est Te rapport de 1'aire de 1'intersection
AC)

de C avec son translaté de y & l'aire de C.
Pour un C vraisonnable, c'est-&-dire convexe f(y} décroit lorsque ¥y
s'éloigne de 0 Tle long d'une droite passant par 1'origine.



XMCaT (C))
¢C(u) = [ u{dy) — Y~ dépend donc & la fois duy nombre de points de
X X{(C)
la réalisation tombant dans C' mais aussi de la distance de ces points &
T'origine. Si Z{C', ) =n,
MCnT (C))
[ uldy) ——d—
* M(E)

sera d'autant plus grand que les n points de la réalisation dans C' seront
plus concentrés autour de 1'origine,

dﬂ(C) peut donc &tre interprétée comme 1'espérance de ¢C(u) condi-
tionnée par u{{0}) = 1, et pour les processus stationnaires de méme moment
d'ordre 1, gt{C) sera d'autant plus grand que les points du processus seront
aggiomérés.

Cette interprétation un peu grossiére de ¢HC) sera éclairée par la
fagon naturelle dont on 1'estime.

4, ESTIMATION DE &E(C) .-

Le théoréme ergodique de X.X. Nguyen et H. Zessin [4] va nous permet-
tre d'étudier le comportement asymptotigue d'un estimateur naturel de #&(C).
Rappelons la définition d'une famille réguliére de parties de Rz.

k

Une famille de sous ensembles de R™ d'intérieur non vide, convexes et

compacts, indicée par les réels positifs {Gr} est dite réguliére si,

reR
8 étant la distance maximum entre 1'origine et un * point quelconque de

G., i1 existe un réel positif v, tel que

r!
2

X(Gr)zyer YY€R+
et si 8, tend vers 1'infini avec r.

Pour tout C € 3% de mesure non nulle, et pour tout processus P sta-
tionnaire et du second ordre, on définit la nouvelle fonction ¢ sur ot

MC aT (C))
solu) = Ty - (u) [ uldy) ——L—
# X A(C)

o Ay = s wedh, u(103) =1} et PO(¢C)to&(C) existe.



2
D'autre part, pour tout borélien borné G de R , de mesure non nulle,
on a

AMCAT (C))
AC) =—1—7 [ P (dn) u(dy) ——L—"1.(x) A(dx)
23 (G) Aoy XZ A(C)
Soit,
- par application des propriétés de la mesure de Palm,
| MTL(E) AT (C))
20(6) &(C) = | P(du) u(dx) u(dy) Tg(x) ————
Jbx X MO
{en effet A(C r‘Tyhx(C)) = A(TX(C) " Ty(C)).
Soit
Z2(6) & (C) = E[ Lol ) mm}
avec toujours A(C AT, (C))
=1 .. dy) —d
oc(u) A, (1) IX u(dy) 0
Posons Ng(ogs u) = fﬁ oc(T_y 1) n(dx)

Puisque PO(¢C) existe, le théoréme de Nguyen et Zessin permet d'affir-
mer que, Si (Gr)rﬂ R est une famille réguliére
T Ty
NG (¢C;U)

Tin ———— = g(u)

r e X(Gr)

existe P.presque slrement et dans L1(P),
et que, si P est ergodique, cette 1imite est indépendante de la réalisation
et vaut Z P (¢c) soit Z&(C).

Par conséquent, on a démontré que

MT (C) nT (C))

1

[ u(dx) uldy) Tg(x) —= .
Z)(G) 'X2
est un estimateur sans biais de «¢%{C) pour tout C et tout G appartenant

$6(Co ) = Ny(og» W) =

Z:(6)

a }b et d'intérieur non vide.

De plus si P est ergodique, cet estimateur est consistant.

En pratique NG(¢C, u} s'obtient en faisant la somme pondérée de tous
les couples de points de la réalisation, dont 1'un au moins est dans G et
en affectant au couple Xy X le poids

MT, (€) 0T, (€))
1 J

A(C)



k(TX_(C) ) TX'(C))
Ng(ogs ) = ! ) : .
Xie supp.u N G xj £ SUpp. u. MC)

IT est clair que pour deux processus stationnairesde méme moment d'or-
dre 1, cette somme sera "en moyenne" plus grande pour le plus agrégé des deux.

Exemple : € est un carré de cdté C, G est un rectangle de cGtés g(g'),
Ta région d'&chantillonnage, ou d'observation de la réalisation est un rectan-
gle plus grand que G, de mémes diagonales que lui et de cOtés
g+ 2¢ . {g" + 2c).

Le poids que 1'on affecte au couple Xis Xj est 1'aire de la région ha-

churée. Ici le "centre" du carré C est son sommet inférieur gauche

A

-

Sachant estimer de fagon convenable #{(C) pour un certain nombre de
processus, on va chercher a utiliser cet estimateur comme instrument de test.
Pour cela, i1 faut connaitre la loi de 1a variable aléatoire ¢éG(C, n)-.

IT est théoriquement possible de la calculer pour un P stationnaire
quelcongue car on connait 1'expression de ses moments en fonction de ceux du

processus.



D'une maniére générale, si fn est la fonction sur in définie par

MT, (0N T (C))

n
. i i
fn(x],..., Xp s y1,...yn) = M 1a(%5) NG
i=1

alors, .

E{ {G(C)”J - @) (e )

Cependant, méme pour un processus de Poisson homogéne, i1 n'est pas
possible de donner une forme simple & tous ces moments, ni, par conséquent & la
la Toi de JQE(C, u). Nous nous contenterons donc de démontrer un théoréme
central limite dans le cas ol P est un processus de Poisson homogéne.

Posons - )
&.(C, p) - (C)
a (Ca 11) = G G
G p 1/2
(var(tg(€)))
Soit {G ) une famille réguliére, ol 1'on suppose en outre que

r'r e R
8= 1 (ce qui ne réstreint pas la généralité) et que, pour tout r, le péri-
métre ¢ (9 Gr) et T'aire A(Gr) sont majorés respectivement par a n 1
et g Y‘Z.

A chaque Gr de la famille, on associe un recouvrement du plan & 1'aide
d'une grille de carrés égaux et contigus de cOté rI/Z‘
Posons §(%, G) = inf {|x-y|} pour toute partie G de X.
yeh6

Si 3G est la frontiére de G, on pose

62V = x, xe R%, 5(x, a6) <v )

v av . -l

G =G UG = {x 3 x€R", 8(x, G) <v }.

On choisit v = (2r}1/2

récédamment définie que ceux dont 1'intersection avec G’ est non vide.
q r

et on ne retient parmi les carrés de la grille

Soit Q1, QZ""’ QN(G ) la collection de ces_carrés. Parmi ces N(Gr)

carrés, n(Gr) sont enfiérement inclus dans G: ; ce sont, par construction,
ceux dont 1'intersection avec Gr n'est pas vide. On suppose que ces carrés
sont Q], QZ""’ Qn(Gr) . A 1'intérieur de chacun de ces derniers, on trace

un carré plus petit, de mémes diagonales que le précédent et de coté r]/2~2n

of n est le diamétre de 1'ensemble € pour lequel on estime d%(C). Soient
D1’DZ"”’ Dn(Gr) les carrés ainsi construits.

Gr est la réunion des Di’ i=1,..., n(Gr) et d'un ensemble Fr qui
sont deux & deux disjoints.



Alors, - - n(Gr)
ICRE T ACHEE. O B R0
r i=1
vee (T, (0) AT (0)
G = [ Tp (0 W(dx) wldy) = Z(1 + Z3(C)) A(D;)
XZ i A(C)

. AT () P T ()
) = ] T (0 =25 (0 (@) - 201+ M) A
.

X A{C
Soit X\ = [ p, (€ 4 = )] 2x(0,)

Pour tous € et G compacts, g%G(C, u) est une variable aléatoire.

En effet, sous P, les événements (uD, = .1 et | u(Dj) = .} sont
indépendants pour 1 et j distincts car Di et Dj sont disjoints. Par
conséquent, les événements {Xi(LO = .} et {Xj( w = .} qui leur correspon-
dent par une application mesurable sont également indépendants. La famille

{Xi %:] n(G.) est donc une famille de variables aléatoires indépendantes.
seeeon(G

D'autre part, pour tout couple i,j, 1 # j, i1 existe un point u de
X tel que Dj = Tu(Di)’ 11 est alors facile de montrer que la loi de Xi
sous P est celle de Xj $0US Tu P, d'os la conclusion par stationnarité
de P.

Calcul de la_variance des X;.

A partir de maintenant, on se restreint au cas ot C est un carré de
cbté ¢ et dont le sommet inférieur gauche est en 0. Pour plus de généralité,
prenons un autre carré C' de cdté c', ¢' <c, dont le sommet inférieur
gauche est également en 0 et un borélien borné G de X quelconque.

On calcule alors

Yo o+ (6) = COV(Z A(6) 4 (C),7A(6) 2(C')).

c,c'
Ce calcul, long, est rejeté en annexe.

sons
Poson Xi

(A(0;))}/2



"

Alors, en reprenant les notations introduites dans 1'annexe, on a

- f(C, C.0.)

A(Di)
Soit _ A(D, 375)
Et z.z] B 3 B 22 ) vz
1 2(0;)
Pour C, carré de cdté c, A(Di) = (r]/2 - 2\/§_c)2 et

0,2y =22 /)2 v 4 /T (W2 - 27T <) + 2 nc?
Donc s
Ve
MDY c/7 2 4 2
—— =1 +d s 73 E—
A(D;) riic-2v%c {r° - 2/2)

Si 1'on prend R = 10 ¢ par exemple, on voit que Zi’ i=1,..., n(Gr)

est de carré dntégrable dés que r > R .
n(G)
r

Convergence en_loi de |  Z;
=

{Zi}i=1,. , n(G.) est donc une famille de variables aléatoires
centrées, indépendantgs, équidistribuées et de carré intégrable.
D'autre part, on a la double inégalité

n(Gr) > A(Gr) >

La premiére inégalité provient du fait que 1'aire de la réunion des Qi’

i=1,..., n(Gr) est au moins égale 3 celle de Gr’ la seconde du fait que

G, ¢ R, gst une famille réguliére.
n(Gr) tend donc vers 1'infini avec r et la Toi de la variable aléa-
i n{G,)
toire g F Zi
i=1
2\ 1/2
[n(6,) €(z27)]

tend faiblement vers la loi normale centrée réduite.

Convergence en_loi de a V(C’ u)

r - - -

Dans ces conditions Z(6)) = 2(r'/% - 2/Z )G A 5 (€) - &(C)]
G

est la somme de deux variables aléatoires r
n(G.)

r
. d'une part,
i=1
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X

e d'autre part,
r1/2.2 /2¢

la premiére des deux convergeant en loi vers une gaussienne une fois convena-
blement normalisée.
Nous allons démontrer que
E [ZC 2:}
Tim =0
r /e E [Z{G ) j -
2(6))

[eze)?]1'7*

ce qui démontre la convergence faible de la loi de

vers 1a loi normale centrée réduite (Bernstein, [1]).

Le calcul de Ye c‘(G) effectué en annexe permet de majorer E[ZC 2]

2 172 -1
E[2° %3 < (rV% - 2/7)7" f,(c, €, F)
Le calcul de fZ(C, C, Fr) nécessite celui de )x({-'rc /?)

x(F'E/?) SMF) 4 c/Ze (36 +2mct + (6 )(4/T e r /-2 P
En effet, Fﬁ %: est la réunion des ensembles disjoints suivants :
. Fr‘ Ve ~
. la couronne G\Y’.+C 2\G\):

. les n(Gr) ensembles Di\ D; oli D% est le carré intérieur
& D; de mémes diagonales et de coté VS

Par application de la propriété de convexité de la famille {Gr}r € R
+

(Hadwiger [3]), on a les relations

)\(GV+C/_2) - )\(Gi) +c/7 (aef) v 20l
g(an) = (36)+2mv
Soit —
M (FS 2)=A(F)+c/_{g(3G)+2wv)+21rc2+
r) @z ?
On peut alors —_—
i) majorer A(Flcr 2) par
1/2

A(Fr)+/?aCnr'+4ncr +21rC2+BTrF(4/-2-CP]/2-24C2)



ii) minorer A(Fr) par

n(Gr)(A(Qi) - x(Di)) soit encore par v 7 r(A(Qi) - X(Di))

puisque les Qi’ i=1,..., n(Gr) recouvrent G et sont contenus dans G:

et compte tenu des propriétés de la famille {G }

re R
On a AMQ5)- A(Dy) = 4 /72 gt et flnalement
A(Fc 72 477 g nc 32 4 o(r3/2)
—_— <1+
MF) 8/ w0ty
AMF
A partir d'un certain rang, le rapport _r est donc

A(F )

majoré par une constante & , telle que § > 1+ % et on " peut majorer

E{z° 2] par
(r]/2 277 ¢c) [Z 3+6) + gﬂ 725(C) + 7]
E[ZCZ
Limite_de

o aVA2T
E[2(6))°]

D'autre part, on peut majorer E[Z(Gi)zj par

(12 - 2 /3c)7? (6! N T 2 )+ 2 44 22 A(C) + 7]

E[z
Par conséquent, pour démontrer que Tim - = 0, i1 suffit
r/e E[Z(GV)
xF)
de démontrer que Tim ———-V—E;%?— =0
r /e A[{G
. . MG;’)
On sait que Tlim =1, car, par convexité,
r2e a(G))

X(G;) = X(Gr) +z aGr) v+ ;}2 et, par hypothése, & (3 Gr) <o T

La double inégalité A(Gr) < A[(Gz} 94{2] < x(GZ), vraie dés que
v >c/Z, implique

(el
Tim — I =
r /m )\(Gy‘)
11 suffit donc d t 14 —iégr; 0
Su 1 onc ag montrer que m =
r /o MGy
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1/2 2

Y —_
Or, x(Fr)_f A(Gr) - A(Gr) + n(Gr)(4 /2¢cr - 8¢7),
donc MFL) <anrvo+ wl g (477 c /% -8 c?
Comme v =v/2r A(Fr) <e r3/2 + O(ra/z)
et par conséquent, on a 1'inégalité
x(Fr) e 372, O(r3/2)
2
>\(GY‘) Yy r
On a donc bien E{ZCZJ
1i
Vs 2
o E[2(6))7]

et par conséquent la convergence en distribution vers la loi normale centrée

7(6¥)
réduite de ______E__7_-T7z donc de  a 5(C, u).
(var(z(6))) 6

On peut améliorer un peu ce résultat.

. B . . . v .
En effet, {Gr} e R+ gtant une famille réguliére, {Gr} 1lest

réR
aussi (i1 suffit de vérifier que {GE} reR obéit bien aux hypothgses
d'une famille réguliére), et en particulier qﬁe tout Gﬁ est convexe compact
non vide et gue Te diamétre de GX tend vers 1'infini avec r.

Or, on sait (Fritz [2]) que pour toute partie G de X compacte convexe
et d'intérieur non vide, de diamétre d et pour tout =n réel positif fixé

pim M6 7

d /e MO

=0

et donc que Tim

Cette propriété permet de conclure que
¥ ;(GV) T

Tim =SS 73 50) a(C') + 22% [A(C) + A(C*)(1+(1- %/A@—l)?)]:rz
r/ e A(GZ) MO

= ¢(C, C') avec ¢! <c

grdce & 1'encadrement de e C.(G) fourni en annexe.
La conclusion de ces (laborieux) calculs est que la loi de la variable aléa-

toire 3%& (€, u) - (1 +2Z ()

z/ﬁf) r

/4(C,C)
converge faiblement vers la loi normale centrée réduite.
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Ce résultat fournit donc un.test du caractére agrégatif d'un processus
ponctuel ergodique & une échelle donnée, c'est-a-dire pour une taille de
carré fixé, dont on connait le niveau asymptotique.

6. LOI LIMITE DU k-uple {#q(Cys u)s  gCosu)sennsdfg(Chs u)b .-

Comme on 1'a fait remarquer plus haut, i1 est arbitraire de fixgr la
taille de C une fois pour toute et i1 faut envisager de calculer éfG(C, u)
pour plusieurs tailles de carréd. Il est clair gue pour deux carrés §1 et
C2 dg taille différente, mais de sommet inférieur gauche commun, cﬁb(cl, u)
et ciG(CZ, u) ne sont pas des variables aléatoires indépendantes. I1 faut
donc envisager, pour un k-uple de carrés C1, C2""’ Ck de taille différen-
te, de cbtés paralléles et de méme sommet inférieur gauche, de trouver Ta Toi
Timite du vecteur aldatoire {(ﬁ@(cl’ p),déé(cz, e B(CLs W)

Pour cela, on va étudier la loi Timite d'une combinaison linéaire
quelconque K

&%(Cj, B

<
™

h

Cette combinaison linéaire s'écrit
©s , Coamie) AT
2%y ) = T600 wlen) (@) L R
sont rangés en ordre crois-

L€

En supposant que les carrés C], CZ""’ C
sant, on choisira n = cwaﬁ.

On peut alors écrire, en reprenant les notations du chapitre précédant
k

Z (6 [ 3

v & (c.,u)]=
Ly 7§ VY
J=1 Gr

n(Gr)

= Lox Y X

RMORTON Gy

k A(TX(Cj n Ty(Cj))
X r _

123' A(C.)

J



On utilise les notations suivantes :
k

K@ = 3 b Z A(ef) [‘;%eﬁci’ W) - g%(Cj)J
j=1 r
k
MT (C.) nT (C.))
(hey = 0 0 wde) [ ouldy)  § gy~
X i X i1 ACy)

J
=1
k
(k) MT(C.) AT (C))
XC = j ]F {x) u{dx) j u(dy) Z Rj X ] Yy J
oy X =1 A(Cj}
y i
SRR x<c3>>J A(F )
j=1
_ 06
On a donc (k)x(el‘:) = 3 (k)xi 4 (K)ye

Pour les mémes raisons que plus haut, n ayant été convenablement

choisi, é(k)x.‘

} est une famille de variables aléatoires
1 .
i=1,...,n(G)

centrées, indépendantes et éguidistribuées.

(k) k 2 k-1 k
var(*X;) = 2y Yc.,c.(Di} ) 1 £3 &y Yc.,cm(ai)
=1 34 3=1 m=j+l J
(k.
Posons Kz, - 1

N ; 2
! (r —2y/§Ek)
var ((k)Zi) vérifie 1'inégaliteé

(0 TR e e B RS
var((Kz,) _{ Iyl /e o JREYCH)
3=1

Cette quantité est finie car, comme onl'a démontré plus haut,
[Yc c (Di}] A{Di)-] est fini pour r assez grand.
. sC

Pour appliquer les résultats du paragraphe précédent, i1 suffit alors
de démontrer que



Er(k)XC 2]
‘I’im —“—'—-———_ = 0
r e )]

Or, grdce aux résultats démontrés antérieurement, on a d'une part

- k 1/2+ 2
E(0%e2y o F )L Vel (22 a(c)? (3+e) + 22 22 () + 1) ]
= J J 9 J
J=1
d'autre part _
e((x@e))?) ko k-1 k
in ——————— = X ., C. ; ‘ ) , C.
llgm . ) 25 q»(CJ CJ) + 2 .Z Z % o(C, J)
A(Gr) j=1 j=1 m=j+1
A(Fr)
Comme on sait que Tim — 0, on est bien dans la situation du
r /oo X(Gr)

paragraphe précédent, d'oll la conclusion :

Pour tout k-uple de carrés distincts, croissants, de ctés paralliéles
et de méme sommet inférieur gauche, pour tout k-uple de réels z],..., lk’
une famille réguliére {Gr} re R étant donnée, la loi de la variable
aléatoire ¥

k -
A& _(C,, - JHC,
Y Jz] %(C’Cﬁv( PR = CRY
Z/x(G)) L
rie kT, k-1 k 1/2
s e(C., CY+2 = ) C ., C.
’:JE“ J ¢( J J) j=1 mzj-ﬂ SLJ m ¢( m J)j
converge faiblement vers la loi normale centrée réduite.
Par conséquent, le vecteur aléatoire
{Y (C}’ 11): YY'(CZ’ }l), 3 Yr(ﬁk’ U)}
/ VoIl a .
avec Yr(Cj’ w) = Z /a( ) _thV (CJ, u) - Jt(cj)] converge en loi vers
r
un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
Kondm=1,... ,k
n=1,...,k
avec Knm =K = ¢(Cm, Cn) si ¢y <Cpe .
: N _ 3 2 Y/ ( n
Soit K o= K. =47 xMC)AC) +2Z R L MC (1 +(1 - 5 W) )] +7
(Kmn)m=1 K est de rang k. En effet, dans le cas contraire, il existe-
n=1,...,k

rait un k-uple Lyseees & tel que

k



k k-1 k
2 . e s s
bo2s e(C., CL) + 2 2.2 ¢(C_, C.) soit nul c'est-d-dire
o Flmegsr IO
tel que 1 Qd j% 7 (Cj’ y) soit une variable aléatoire dégénérée. Or ceci
. G
j=1 r

3
i

est impossible dans la mesure ol Te calcul de & .(C., u) fait intervenir des

673
points de la réalisation u «qui n'ont pas servi a calculer tous les
N () N B R NN

On a donc encore & notre disposition un test du caractére agrégatif d'un
processus ponctuel ergodique & plusieurs échelles simultanément, dont on
connait le niveau asymptotique, 1ié & la distribution du XZ a k degrés de

liberteé.

7. UN RESULTAT DE CONVERGENCE EN LOI .-

On considére maintenant 1a famille de variables aléatoires

vi1/2, 3 5
Vet ) = 26 R (oo v) - dUC)
r
ol Ct est le carré de c6té t, ayant son sommet inférieure gauche en 0 et

de cOtes paralléles aux axes du plan, 0 <t <1,

Pour tout reg m+, y.. est un processus sur (0,1). On considére mainte-

r
nant une suite Un de nombres réels, croissante et tendant vers 1'infini,

par exemple la suite des nombres rationnels ordonnés supérieurs & un nombre
fixé, et 1'on note Yp le processus obtenu pour r = Un.

La suite Y, converge en 101 vers le processus gaussien y(t) d'espé-
rance nulle et tel que, sur 0 <s <t <1,

cov [ y(s), y(t)] = 473 %% 4 22(52 Pty 52(] - %f)z) +Z

aut moins pour un choix convenable de la famille {hrz re R+

Pour démontrer cette proposition, étant donné le résultat du paragraphe
précédent, i1 suffit de démontrer que la suite Yn est tendue dans €,
c'est-a-dire dans 1'ensemble des processus & trajectoire continue sur (0,1).

Nous allons donc montrer que la suite Y vérifie les hypothéses du
théoréme 12.3 de Billingsley [6], & savoir :



C{t,t) + C(s,s) - 2C(s,t) ¢ yAll 2)2+2(ts}J+ 22(

Wl

s)

Ces résultats sont obtenus, lorsque la mise en évidence du carré d'une
différence n'est pas immédiate, par mises en facteur successives de (t-s)

et en tenant compte du fait que sur le domaine considéré s,t et %- sont
majorés par 1.
Par exemple, dans A(t,t) + A(s,s) - 2A(s,t), apparait le terme

R R AL att 11 %% - 12 8% - et

9 3t 9£?

2 2 52
= (t-s) 4 t7 + 8st -~ 2s < %—(t-s)z
9t?

Les trois inégalités énoncées plus haut permettent d'écrire, en tenant
compte du fait qulune somme de carrés de nombres positifs est inférieure au
carré de la somme et que A(Gr ) < A(Gr ) pour tout n

1

4]
2 i 2
Ly, (1) - v (s < (F(t) = F(s)
avec
F(t) = 47° t2+§2t+m[z 2P oy + 370 4] .

On a donc bien la tension de la suite yn et par suite la convergence en
101 de ce processus.

8. CONCLUSION .-

L'ensemble des résultats énoncés dans ce travail fournit donc une fonc-
tion d'ensemble J%(.) représentative du caractére agrégatif d'un processus
ponctuel stationnaire du second ordre sur Rz. On sait estimer sans biais
cette fonction d'ensemble, 1'estimation &tant consistante dans le cas ol le
processus est ergodique. Si 1'on fait 1'hypothése que ce processus est de
Poisson homogéne, on sait caractériser le comportement asymptotique de cet
estimateur et aussi celui d'une suite d'estimateurs indicée par la taille
de 1'ensemble de référence, un carré, pour leguel on estime la fonction
On peut donc tester de différentes maniéres 1'hypothése poissonienne connais-
sant le niveau asymptotique de ces divers tests.
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1) lasuite  {y, (0)}, .

est tendue.

En effet, par application des propriétés du processus de Poisson,
var{y (O)) Z et 1'inégalité Bienaymé-Tchebyscheff permet d'énoncer que
quel que soit  n, 11 existe a tel que P {Lyn 0} > ar < ot i1 suffit
de choisir a = %» ; ce qui implique la tension de {yn{O)} .

ii) i1 existe une fonction F non décroissante bornée, continue sur
(0, 1) telle que
EL(y,(8) - v, (s0)°] < (F(t) - F(s))”

pour tout couple t,s de {0, 1) et pour tout n.

Notons au passage que la réalisation de cette inégalité en traine, par
application de 1'inégalité de Bienaymé-Tchebyscheff, que Y est & trajec-
toire continue avec la probabilité 1 quel que soit n.

I1 est probable que la majoration de E[(yn(t) - yn(s))zj par une
expression convenable soit possible quelle que soit la famille {Gr} reR
envisagée. Cependant, faute de connaitre explicitement Ta forme de

cov(yn(t), yn(s)), la démonstration se heurte d des difficultés sans doute
surmontables par des arguments géométriques. On a préféré se restreindre au
cas ol {Gr} r e R estune famille de rectangles de cOtés paralléles aux

axes du plan. *

Gx étant un tel rectangle, de c6tés L et ¢ , on a & la suite de calculs
d'intégrales faciles, si inf(s, L} > 2
3. 2.2 2,,2..2..2 s (2
La covly (t). v ()] = Lo [4Z° s°t% +22°(t"4s4s (1~ 307+ 7]
3.2 2.3 4 5 3 3 3
2t 5 t’s ts s Z2,.t S S S S 1\
- {L“’E) I_Z ( + 3 + 3 - —3—{5} + Z (—3~ +-3* +§ (] "3-%)(1 - E))‘I

3 4 2 t452 54t2

f (AR R i e G r5 50 -5

soit, par souci de simplification des notations :

Le cov[yn(t), yn(s)] = A(s,t) Lo - B(s,t)(L+e) + C(s,t)
Par conséquent, on a la relation
L2 E[(y, (t) $))2] = La [A(t.t) + A(s,s) - 2 A(s,t)]
- (L +g) [B + B $,8) - 2B(s,t)] + C(t,t}+C(s,5) - 2C(s,t)

IT est facile de démontrer que, sur 0 <s <t <1

3 2 2 2 8 2

Att) + A(s,s) - 2A(s,t) <4z3(t%s%)? + & 7%(t-5)?

B(t,t) + B(s,s) - 2B(s,t) >0
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Ces résultats restent cependant incomplets. I1 convient en particulier
d'examiner le comportement de 1'estimateur de &% sous des contre hypothéses
raisonnables, en considérant des modéles de processus ponctuels ergodiques
soit réguliers, soit agrégés, afin de juger de la valeur du test proposé.



Caleul de vy .. (6)

Ve o (8) 2 cov(Z a(8) g (C), Ta(8) o (C))
MT, (C)n T (C)) MT, (C)aT (C))

It

iy

AICERERNCIRREN
X

2 2

pldxy) uldyq) uldxy) uldy,) = 2% M(G)" (1 + Z A(C))(1 + Z A(C")).

Le processus P étant un processus de Poisson homogéne de densité de 1'inten-

sité Z, on a, en posant
MT,(C) T (C))

15(x) = 4(x, ¥, C, 6)
L)
Yc,c‘(G) = . o(Xy> ¥75 €5 G) ¢y, Yoo ', 6) égkdx], dyy» dxys dy,)
X
S22 (147 M0) (1 +ZACY)

Soit, en notant que ¢(x, x, C, G) =1

MG)T (1 + Z 2(C)) (1 +Z »C")) =

2], #s vy € 8) elxg g €, 8) 2(0x) Aldy) A(dxg) A(avy)
+ 0 alxgs yps C5 8) T5(x,) Aldry) Mdxy) Ady,)

3 '
+ Z J’ @(X]3 .Y'la C, G) ¢(X2, y‘ls C s G) )\(dx'[) k(dxz) ’\{dy’[)

v 3 ; o(xy5 ¥ys €5 6) olyys yps €15 6) A(dxq) aldyy) a(dy,)
+ 70 / o(X75 Y75 €5 G) #{x55 x¢5 C', G) Mdxq) a(dyq) A(dx,)
[ 3 00xs 15 €5 G) o(xqs yps C'5 G) a{dxq) x(dyy) A(dy,)
270 4lxgs e ©5 8) Tg(x) 2(dx)) A(dxp) A(dy,)

+ 7% 16(%,) 80%» %y» o 6) A{dx;) A(dxy)
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{ ) 9(xq» Xy, € 5 ) A(dx;) a(dx,)
X
+ 7 j2 }G(x]) dxz, X5 €5 6) x (dxq) o (dx,)
X
+ 72 f 9(Xys X5 €15 G) a(dxg) A(dx,)
XZ
i ) Te(xq) Tg(x5) aldxg) aldxy)
X
j ) ¢(X‘;5 \Y}a c, G) ¢(X]9 .y"’ c', G) )\(dX]) )\(dyl>
X
IXZ ¢(x], Xos C, Q) ¢(x2, X1 c', G) A(dx]) A(dxz)
+Z jX Tex) a{dx).
MTA(C) n T (C))

De facon claire, on a / X J rdy) = a(C)
X »(C)

En effet, puisque C est un carré de coté c,

MT C) p T (C)) +C coth 2 2
X y dy) = (] E_%;L dh) =¢ " =,(C)
X 2 (C) ~c
De plus, lorsque x varie_dans G, A(TX(C) 0N Ty(C)) est nul pour
tout y n'appartenant pas & 6" e,
Si 1'on appelle Gglig = {x :x& G, 8§(x,%G) >¢ /21, ona
les inégalités suivantes :

[ Tg(y) e(xs ¥, €, G) a(dx) A(dy) <2(G) »(C)

y2
2
[ 100 e(xs vy €, 6) a(dx) A(dy) > A(65=5) A(C)
¥2
Ceci va nous permettre d'encadrer Ye c‘(G}'

Si 1'on note

Yo o (8) + T8 A(@)% (142 A(C)) (1 Z A(C)) = oy + oyt B3ty 8y
+e3+n3+a2+62+yz+62+€2+n2+22+a]

Chacun des symboles ci-dessus représentant un des termes de la somme
membre de droite de (%), on a

{ =
Yc,c"G) &J+Y3+<S3+%+092+32+y2+62+r12+L2+a1,
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En effet,
ay - (G) YORICD
ay = 23 M&)% A0
ng = 22 2(8)% AC")
e, = 72 0(6)°

On peut alors encadrer ou calculer exactement chacun des termes restants.
3 c/? c/?

)\(G——) >\(C) )\(CI) <B3 <Z3 )\(G ) X(C) )\(C')
A(SC /?} MC) ACh) <vg 73 AMG) A(C) A(C)

28 5(6522) 20y aeh) <8y <22 A(6) A(C) A(C')
eg = 20 A(8) A(C) A(C")

2622y MC') < vy <28 A(G) A(C)

2

5, = Z° 1(6) A(C")

Le calcul de n, est un peu plus délicat. On a en fait

1 ‘2
c .
ny = ZZ x(G)[ i | c Ch C - h
-C
-2 . 1 /)2
=22 @) ae) (-5 Y S
22 3672y et 1~-/.%£'T2)<¢2<z AMG) A(Ch) (1 3 (C )
oc]r-Z)\(G).
En définitive, en supposant c¢' <c, Ye C.(G) vérifie la double iné-
galité
f](C, C', 6) < Yc,c'(G) <f,(C, C', 6)
avec

/2y 4 (692 ,\(G)]

£1(C, €1,6) = 23 6(C) a(C') 12 A(6

zz[,f\(c:)( A6972) 4 a(6)) + A(c)(2(65L2) + x(a))-’[

+ 77 W1 - 5 //j§%g;) l/?)) + ZM(G)
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7206 €% 6) = 22 () ae) (6% ) + 3 (@)

——— 2
+ 222 MG)[A(C) + A(C) + A(C)(T - % //; g))) T+ IA(6) .
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