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O. INTRODUCTION.-

Le probleme de la mesure et du test du caractere agregatif d'un processus
ponctue1 sur lR2 a recu a ce jour un certa i n nombre de sol ut ions qui ne sont
pas toutes satisfaisantes. Dans la suite, nous proposons une tentative de
resolution pour les processus stationnaires ergodiques.

1. RAPPELS ET NOTATIONS .-
======================

Pour simplifier 1es notations lR2 sera note X, JG est sa tribu bore-
lienne et ]f;o Ia famille des bor-el i ens bornes ,

Soit .-'1& l'ensemble des mesures de Radon positives sur X, et & ("b) 1a
tribu des bcrel iens vagues. On note ,l/i" 1 I ensemble des mesures ponctuelles

11ensemb1e des mesures ponctue11es simples, c'est-a-dire des mesuresqQi
chargent chaque point de X de 1a masse 0 ou 1.

Un processus ponctuel est une mesure aleatoire, c'est-a-dire une loi de
probabil i te sur (d(;, qui charge LJ1.,'··. P est un processus ponctue1
simp1esi

Si fest une fonction bornee mesurab1e a support compact,

= f f(x)
X

existe pour tout A chaque f, on associe 1a variable a1eatoire

u ->

ou est 1a realisation du processus P.

* Ce travail a ete effectue durant un sejour au sein de 1'equipe de Statisti-
ques de 11Universite Paris XI 91405 ORSAY (E.R.A. CNRS - 532)
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Si fest 1'indicatrice d'une partie borelienne bornee A de X, la

variable aleatoire sera notee Z(A, .). Si P est un processus ponctuel
simple, a10rs

Z(f, ]1) fix)

et

x e supp .»

Z(A,]1) #- (A n supp. ]1)

designe 1e support de ]l.

est donc le nombre de points de 1a realisation qui "tombent"
au supp.]1

Z(A, ]1)
dans A.

Pour toute mesure de Radon positive sur X, on notera P le processus
p

de Poisson de mesure d'intensite p.

Soit {Ix} x X le groupe des translations du plan def i ni par

v x, Y X.

f etant une fonction bornee mesurable a support compact sur X quel­
conque on definit la transformee d'une mesure de uf.Z par T par

x

J f(x+y) ]l(dy)
X

etant une fonction bornee, mesurab1e, vaguement continue sur

on definit la transformeed'un processus P sur X par Tx par

Tx = P(d]1).

Dans la suite, on s'interesse uniquement aux processus stationnaires,

c'est­a­dire tels que \ P :: P \jx E. X.
Si Pest stationnaire, il est stationnaire du premier ordre, et par

consequent son moment du premier ordre est proportionnel a 1a mesure
de Lebesgue A(.) sur X, soit )p(.) = Z A(.).

On lui associe sa mesure de Palm Po qui est 1'unique mesure positive

p­finie sur telle que la mesure Po(') 2 ZA(.) definie sur
soit l'image de la mesure P(d]1) ]1(dx) par 1'application

de Jth.X dans l ut-meme ,
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2. POSITION HEURISTIQUE DU PROBLEME

Soit un processus de Poisson homogene sur X, c'est-a-dire dont la mesure

d'intensite est proportionnelle a la mesure de Lebesgue.
Envisageons la restriction a une partie borelienne bornee F de X de ce
processus. L'evenement n} a lieu avec la probabilite

e-Z,\(F)
n!

et conditionnellement a cet evenement, les n points de la realisation sont
independamment et identiquement distribues selon la loi uniforme sur F. On
peut expliquer cela de f'acon imaqee en disant qu'il n'y a ni "attraction",

ni "repulsion" entre les differents atomes de la realisation. Par contre

certains processus presentent ces phenomenes. On dira qu'un processus est agre-
ge (resp. regulier) si la probabilite de trouver un ou des atomes du processus
dans un certain voisinage de x, sachant que la realisation observee charge

x, est plus grande (resp. plus petite) que pour les processus de Poisson
homogene ayant le meme moment d'ordre 1.

11 s'agit done, d'une part, de "mesurer" ce caractere agregatif a 1'aide

d'une mesure, ou a defaut, d'une fonction d'ensemble et, d'autre part, de tes-
ter la presence ou 1'absence de ce caractere a 1'aide de 1'observation d'une
realisation du processus. Deux exemples parmi d'autres indiquent 1'importance

pratique de ce probleme. En epidemiologie, les individus atteints etant les
points de la realisation, on peut penser qu'une maladie contagieuse se tra-

duira par un processus agrege. Dans une population de plantes, par contre, un
phenomene de competition donnera lieu a un processus regulier. Les ecologistes
utilisent un certain nombre de procedes pour tenter de caracteriser 1'agrega-

tion d'un processus. Pour un expose de cette question on peut par exemple
consulter Pielou [5J .

Plusieurs de ces procedes reposent sur le comptage en carres contigus. On divi-

se la region a echantillonner en carres conti gus et egaux. Soient Cl,C 2""CN
les carres entierement inclus dans la region a echantillonner. On observe
Z(C i ni , i 1, ... , N.

On calcule la moyenne m et la variance experimentale V des n . puis le
N 1

rapport 1 (ni-m)2y. = N
m

1 N

N n .
1
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Dans le cas d'un processus de Poisson homogene, pour une grande reglon

d'echantillonnage et pour un grand N, ce rapport est proche de 1. Une valeur

"tres inferieure" a. 1 doit indiquer un processus regulier, une valeur "tres
superieure" a. 1 doit indiquer un processus agrege. Ce rapport est utilise
comme critere du caractere agregatif du processus et comme statistique de

test. En tant que critere du caractere agregatif, n'est pas satisfaisant
dans la mesure OU sa valeur depend de la realisation du processus, de la

taille des carres, de la region echantil10nnee et non de 1a 10i de processus
meme. En tant que statistique de test, on peut egalement lui reprocher sa

variabi1ite en fonction de 1a tai11e des carres, bien que, dans la pratique,
on puisse s'interesser au caractere agregatif d'un processus a. une echel1e
connue a. l'avance. De plus, si 1 'hypothese nul1e est bien precisee, l'alterna­

tive est certainement beaucoup trop large. Enfin, on ne se preoccupe pas de
savoir si est une "bonne statistique" c'est­a.­dire si, asymptotiquement,
dans un sens a. preciser, 1e rapport i depend ou non de la realisation.

m

Dans ce qui suit, nous proposons une fonction d'ensemb1e qui est un
critere possible d'agregation des processus ponctue1s stationnaires et du
second ordre. I1 est possible d'estimer cette fonction d'ensemble par un

estimateur sans biais, consistant dans 1e cas OU le processus est ergodique.
On utilise cet estimateur comme statistique de test et l'on examine sa loi
asymptotique sous 1'hypothese nulle : la real isation que l'on observe est

ce11e d'un processus de Poisson homogene.

3. CRITERE D'AGREGATION DES PROCESSUS STATIONNAIRES SUR R2 (*)

On cherche une fonction d'ensemb1e qui corresponde au rapport utilise
par les ecologistes.

Soit C un bore1ien borne du plan, d'aire strictement positive. Nous
avons vu que, par stationnarite

f(x) g(y)J 2 P
rt!;,x X

Il g) = E[Z(C,

E [Z(C, = = Z A(C).

part, supposons que P soit du second ordre. Son moment du
est tel que

(f Il g)

f = 9et pour

D'autre

second ordre

(*) I1 est clair que tout peu s'adapter facilement a. k > 1.
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Par suite des proprietes de la mesure de Palm appliquees a la fonction

On a

Or, I lC(x) lC(x+y) A(dx) = A(C A T (C))
X " Y

est 1'aire de 1'intersection de C avec son image par la translation de
vecteur y.

Pour tout C de de mesure non nulle, on peut donc definir la fonc­
tion d'ensemble

A(C)
I
cJrux X

(if;(C)

qui est telle que

11 est clair que Gt(C) n'est pas une mesure, car elle n'est pas
a­additive.

Pour le processus de Poisson de mesure d'intensite Z A(.),
ot(C) = 1 + Z A(C)•

Pour un processus stationnaire quelconque, tel que = Z A(.),
est un critere d'agregation.

En effet, on peut interpreter a partir de 1'interpretation de Po
comme probabilite conditionnee par fO} ) = 1.

Supposons que C ait un "centre" et que ce centre soit en O. Alors

OU C' {s , Y l:. X

A(C (\T (C))
Ix Y

A(C)

A(C()Ty(C)) f 0 }.

I f(y)
supp. fl(\ C'

A(C (\ T (C))
Et f(y) = Y est le rapport de l'aire de 1 'intersection

A(C)
de C avec son translate de y a l'aire de C.

Pour un C raisonnable, c'est­a­dire convexe f(y) decroit lorsque y
s'eloigne de 0 le long d'une droite passant par l'origine.
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>,(CoT (C))
= J Y depend done a la fois du nombre de points de

X A(C)

A(CnTy(C))
Il(dy)

la realisation tombant dans C'
l'origine. Si Z{C', 11) = n,

J x

mais aussi de la distance de ces points a

A(C)

sera d'autant plus grand que les n points de la realisation dans C' seront

plus concentres autour de 1 'origine.

dt(C) peut done etre interpretee comme 1 'esperance de condi­
tionnee par = 1, et pour les processus stationnaires de meme moment
d'ordre 1, ot(C) sera d'autant plus grand que les points du processus seront

agglomeres.
Cette interpretation un peu grossiere de Lt(C) sera eclairee par la

fa90n naturelle dont on 1 'estime.

4. ESTIMATION DE "t(C)

Le theoreme ergodique de X.X. Nguyen et H. Zessin [4J va nous permet­
tre d'etudier le comportement asymptotique d'un estimateur naturel de

Rappelons la definition d'une famille reguliere de parties de R2

Une famille de sous ensembles de d'interieur non vide, convexes et

compacts, i ndi cee par les reels positifs {G r } r s R est dite reguliere si,
or etant la distance maximum entre 1 'origine et un + point quelconque de
Gr, il existe un reel positif y, tel que

2
A(G r ) .::. y TIO r 'f r lR+

et si or tend vers l'infini avec r.

Pour tout C 3b de mesure non nulle, et pour tout processus

tionnaire et du second ordre, on definit la nouvelle fonction

P sta­

sur (lr",

ou c1i'.b

A(C ()T (C))
y
A(C)

et P existe.
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2
D'autre part, pour tout bore1ien borne G de de mesure non nu11e,

on a

Soit,
- par application des proprietes de 1a mesure de Palm,

(en effet

Soit

A(T (C) n T (C))
ZA(G) &(C) = f P(d].1) ].1(dx) ].1(dy) lG(x) x y

,jibx X2 A(C)

A(C "Ty_x(C)) = A(Tx(C) 1'\ Ty(C)),

Z A(G) (C) = { fG $C(T-x IJ) lJ(dX)]

A(C I"\T (C))
lJ(dy) Y

A(C)

avec toujours

Posons

$C(IJ) = 1 Jt:J' (IJ) f
o X

NG($C' ].1) = f $C(T_x].1) ].1(dx)
G

Puisque
mer que, 5 i

Po($c) existe, 1e theoreme de Nguyen et Zessin permet d'affir-

IR+ est une famille reguliere

NG ($C'].1)
lim r g(].1)
r/'oo A(G r )

existe P.presque sGrement et dans Ll(P),
et que, si Pest ergodique, cette limite est independante de la realisation

et vaut Z Po($C) soit Zc;t,(C),
Par consequent, on a demontre que

A(T (C) n T (C)}
____1__ N ($ , IJ) = 1__ f lJ(dx} lJ(dy} lG(x} x Y
ZA(G} G C ZA(G}X2 A(C)

est un estimateur sans biais de ,ft(C} pour tout C et tout G appartenant

a :fa et d'interieur non vide.
De plus si Pest ergodique, cet estimateur est consistant.
En pratique NG($C' IJ} s'obtient en faisant la somme ponderee de taus

les couples de points de la realisation, dont l'un au mains est dans G et
en affectant au couple xi,x j le poids

A(T (C) nT (C))
xi xj

A(C)
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A(T (C) () T (C»
Xi xj

Xj E. supp .».
A(C)

11 est clair que pour deux processus stationnairesde meme moment d'or­

dre 1, cette somme sera "en moyenne" plus grande pour 1e plus agrege des deux.

C est un carre de cote C, G est un rectangle de cotes g(g'),
la region d'echantillonnage, ou d'observation de la realisation est un rectan­

gle plus grand que G, de memes diagonales que lui et de cotes

g + 2c . (g' + 2c).

Le poids que 1'on affecte au couple xi' xj est 1'aire de la region ha­

churee. Ici le "centre" du carre C est son sommet inferieur gauche

"xN
r ­ - - - ­ ­ ­ - ­ - ­ ­ - ­ ­ - ­ - - I
I I

I xi I

r I
I

1 I

.\
I.xl ,

I I

i, ­ - ­ ­ - - - - ­ ­ - ­ - - - - ­ _G_,

C G'

o

5. LOI LIMITE DE ,iG(C, )1 ) QUAND P EST UN PROCESSUS DE POISSON

Sachant estimer de convenable pour un certain nombre de

processus, on va chercher a utiliser cet estimateur comme instrument de test.

Pour cela, il faut connaitre la loi de la variable aleato i re ttG(C, )1).

11 est theoriquement possible de la calculer pour un P stationnaire

quelconque car on connait 1'expression de ses moments en fonction de ceux du

processus.
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O'une maniere generale. si fest la fonction sur XZn definie par
n

A(T (C) Ii T (C»
xi Yi

A(C)

n

fn(x1•.•.• xn' Yl.···Yn) IT lG(xi)
i=l

E[ iG(C)rJ] = (fn)

a1ors ,

Cependant. meme pour un processus de Poisson homogene. il n'est pas
possible de donner une forme simple a tous ces moments. ni. par consequent a la

la loi de Nous nous contenterons donc de demontrer un theoreme
central limite dans le cas 00 P est un processus de Poisson homogene.

Posons
!/;G(C, - rttG(C)

• liZ
)

Soit (Gr}r e ffi une famille reguliere. 00 1 'on suppose en outre que
or = r (ce qui ne pas la generalite) et que. pour tout r. le peri-
metre (a G) et l'aire A(G r) sont majores respectivement par a 1T r

Z r
et S 1T r .

Achaque Gr de la famil1e. on associe un recouvrement du plan a 1'aide
d'une grille de carres egaux et conti gus de cote r l / Z.

Posons o(x. G) = inf {Ix-YI} pour toute partie G de X.
Y G

Si a G est

Ga v
G v

la frontiere de G. on pose

{x. x 6 ffiZ. 0 (x , d G) v}
G U G av = {x ; x f. o(x. G).:.v}

On choisit v (Zr)l/Z et on ne retient parmi les carres de la grille

precedamment definie que ceux dont 1'intersection avec GV est non vide.r
SoH °1, OZ •...• 0N(G) la collection de ces_carres. Parmi ces N(G r)
carres. n(Gr) sont entierement inclus dans ce sont. par construction.
ceux dont 1'intersection avec Gr n'est pas vide. On suppose que ces carres

sont 01' OZ.···. Qn(G
r)

. A 1'interieur de chacun de ces derniers. on trace

un carre plus petit. de memes diagonales que le precedent et de cote rl/Z-Zn

ou nest le diametre de 1'ensemble C pour lequel on estime Je(C). Soient

01 .DZ•··•• Dn(G
r)

les carres ainsi construits.

c, estlareuniondes Di• =l ..... n(Gr) etd'unensemble Fr qui
sont deux a deux disjoints.
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Il(dx) Il(dy) - Z(l + ZA(C)) A(D i)

Il(dx) - Z(l + ZA(C)) A(Fr)A(C)

,;t(C)]

n(G r)
L +

i=l

A(Tx(C) () Ty(C))

A(C)
) il C))

f
2

1F (x)
X r

Alors,

Avec

Soit Xi(V) [& D. (C, 11) - ,1t(C)] ZA(D i )
1

Pour tous C et G compacts, 11) est une variable aleatoire.

Les {Xi} i=l, ... , n(G
r)

En effet, sous P, 1es evenements {Il( D. = .} et { Il(D.) = . } sont
1 J

independants pour i et j distincts car D. et D. sont disjoints. Par
1 J

consequent, 1es evenements ex. = .} et {X. = .} qui 1eur correspon-
1 J

dent par une application mesurable sont egalement independants. La fami11e

{Xi }i=l , ... ,n(G) est done une famille de variables al eato ir-es i ndependarrtes ,
r

D'autre part, pour tout couple i,j, i f j, i1 existe un point u de

X tel que Dj = Tu(D i). 11 est a10rs facile de montrer que la loi de Xi
sous Pest ce11e de X

j
sous Tu P, d'oO la conclusion par stationnarite

de P.

A partir de maintenant, on se restreint au cas OU C est un carre de
cote c et dont 1e sommet inferieur gauche est en O. Pour plus de generalite,

prenons un autre carre C' de cote c', c' c, dont le sommet inferieur
gauche est ega1ement en 0 et un borelien borne G de X quelconque.
On calcule alors

Ce calcul, long, est rejete en annexe.
Posons

(A(D.))1/2
1
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Alors, en reprenant les notations introduites dans l'annexe, on a

E [ z/J < f2(C, C,Oi)

A(Oi)

Soit C;;Z

l- 2] 3 2 1.( 0 . ) 44 2
E Zi < Z A(C) (3 + 1 )+ - Z A(C) + Z.

A(Oi) 9

Pour C, carr-e de cote c , 1.(0.) = (rl/2 - 2/2 c)2 et_ 1

A(Oi c/2) =(r l/2_2 12c)2 + 4 c /2 (rl/2 - 212 c) + 2 1TC
2

Oonc

Si l'on prend R 10 c par exemple, on voit que Zi' i = 1, ••. , n(Gr)
est de carre 1ntegrable des que r > R

n(G r )

I Zi
i=l

est donc une famille de variables aleatoires{Z.}. 1 (G )1 1= , ••• , n
centrees, equidistribuees
D'autre part, on a la double inegalite

et de carre integrable.

n(G r ) 2: A(G r ) r- l 2: y 1f r

La premiere inegalite provient du fait que 1 'aire de la reunion des Qi'
1, ... , n(Gr) est au moins egale a celle de Gr , la seconde du fait que

{Gr}r E. IR+ est une famille regul i ere ,

n(Gr) tend donc vers l'infini avec r et la loi de la variable alea-
toire n(G )

E r Z.
i =1 1

tend faiblement vers la 10i normale centree reduite.

d'une part,Z.
1

de deux variables aleatoires
n(Gr)
I
i=l

Dans ces conditions

est la somme
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XC
d' autre part,

r 1/2_2 I2c:

la premlere des deux convergeant en loi vers une gaussienne une fois convena­
blement normalisee.

Nous allons demontrer que

lim
r/",

E [ZC 2J

E
o

ce qui demontre la convergence faible de la loi de

vers la loi normale centree reduite (Bernstein,

] 1/2

[lJ).

Le calcul de Yc,c,(G) effectue en annexe permet de majorer E[Zc 2]

est le carre interieur
r l / 2 _ 4/Zc.

GV+c 12 'Gv
r r

les n(Gr) ensemble.s Di­Di 00 Di
a Di de memes diagonales et de cote

E[ZC 2j < (rl / 2 ­ 212cr l f2(C, C,

Le calcul de f2(C, C, Fr ) necess rte celui de \(F/ 12)

\(Fc 12 ) = \(F) + cn I; (aGv) + 2 1Ic2 + n(G)(4 c r l / 2 ­ 24 c2)r r _ r r
cl2En effet, Fr est la reunion des ensembles disjoints suivants

Fr
1a couronne

Par application de la propriete de convexite de la famille {Gr}r
+

(Hadwiger [3J), on ales

(2)

I; ( aGV )r

relations

x(Gv) + C IZ I; (" Gv) + 2 11 C
2

r r

I; (a Gr ) + 2 11 V

Soit

\(Fr ) + cl2 (I; (aGr) + 2 11 v) + 2 11 c2 +

n(Gr) (4/2 r l 12 c ­ 24 c2)

On peut alors
i) majorer \(Fc /2) par

r
\(F r) +('2 ex C 11 r + 411 c r l / 2 + 2 11 c2 + S 1Tr(4/2" C r l / 2 ­ 24c2)
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ii) minorer A(Fr) par

n(G )(A(Q.) - A(D.»r 1 1
soit encore par y TI r(A(Qi) A(D i »

puisque les Q., i = 1, ... , n(G) recouvrent G et sont contenus dans GV
1 r r r

et compte tenu des propri etes de 1a fami 11 e {G}r IR
r . +

On a A(Qi)- A(D i) = 412 c r l/2 - 8c2 et finalement

4/2 s 1IC r3/ 2 + O(r3/ 2)
< 1 +----------

Apartir d'un certain rang, le rapport est donc

peut majorer
'A(F )

et on r8 > 1 +
y

8 , te 11 e quemajore par une constante
E [ZC 2J par

(r 1/ 2 _ 2/2" c)-2 A(F
r)

[Z3 A(C)2(3+8) + Z2A(C) + Z]
E[Zc2]

D'autre part, on peut majorer par

Par consequent, pour demontrer que

car, par convexite,lim
r J 00

(rl/2 _ 2/2cf2 f2 J[4 Z3 A(C)2 + Z2 A(C) + Z]

E[zc2]
lim _ 2 = 0, il suffit
r 1'00 ]

On sait que

de demontrer que

- 2
= A(Gr) + 1; ( aGr) v + 7fV et, par hypothese, 1; (:) Gr) < Cl 11 r

La double tneqal He A(G) < A[(GV) c I2J < A(GVr), vraie des que
r r

v > c , implique

11 suffit donc de montrer que

lim
r J' 00

A(Gr )

A(fr)
1im = a
r/ oo
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Or, A(F) < A(GV) - A(G ) + n(G )(4/'2 e r1/ 2 - 8e2),r - r r r

donc A(Fr) r v + TIV2 + S TIr (4 c r l/ 2 - 8 c2)

Comme v =/2'r , A(F) < E r 3/ 2 + O(r3/ 2)r -
et par consequent, on a 1'inegalite

= 0

On a donc bien E[Zc2J

lim E[Z(GV)2Jr 700 r

et par consequent la convergence en distribution vers la loi normale centree

reduite de done de a (C IJ)
, .

On peut ameliorer un peu ce resultat.

En effet, {Gr} r e tR
+

aussi (il suffit de verifier

etant une famil1e reguliere, {G
V} r E IT) l'est_ r

que {Gv} c:., obe i t bi en aux hypotheses
r r"",,, -

d'une famille reguliere) , et en partieulier qoe tout GV est convexe compact
- r

non vide et que le diametre de GV tend vers 1'infini avec r.
r

Or, on sait (Fritz [2J) que pour toute partie G de X compacte convexe
et d'interieur non vide, de diametre d et pour tout n reel positif fixe

1im A(G 3 n) = 0

d 1'= A(G)

et donc que lim = lim
d/ooAG dJ'ooA

Cette propriete permet de conclure que

V
Yc,c,(Gr) 3 2

lim = 4Z A(C) A(C') + 2Z [A(C) + A(C' )(1+(1

r/=
= ¢ (C, C') avec c' < c

._ (C,)1) (1 + Z A(C))
Z IA(GV) -.:-r _

r
I ¢(C ,C)

grace a 1'encadrement de Yc,c' (G) fourni en annexe.
La conclusion de ces (laborieux) calculs est que la loi de 1a variable alea-
toire

converge faiblement vers 1a loi normale centree reduite.
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Ce resu1tat fournit donc un. test du caractere agregatif d'un processus
ponctuel ergodique a une echelle donnee, c'est-a-dire pour une taille de

carre fixe, dont on connait le niveau asymptotique.

- - -
6. L01 DU k-uple {.!1;G(C1, lJ), d'G(C2, u) , ... ,ciiG(Ck, lJ)} -

Comme on 1'a fait remarquer plus haut, i1 est arbitraire de fixer la

tai11e de C une fois pour toute et il faut envisager de calculer lJ)

pour tailles de carre. 11 est clair que pour deux carres et
C2 d: taille differente, mais de sommet inferieur gauche commun, lJ)
et dtG(C2, lJ) ne sont pas des variables aleatoires independantes. 11 faut

done envisager, pour un k-uple de carres Cl' C2" '" Ck de taille di f feren-
te, de cotes paralleles et de sommet gauch:, de trouver la loi

limite du vecteur aleatui re {dbG(c1, lJ),ofG(C2, lJ)}

Pour cela, on va etudier la 10i limite d'une combinaison 1ineaire
que1conque

Cette combinaison lineaire s'ecrit

k

I £ . .:t-(c., \1) = J lG(x) lJ(dx) J lJ(dy)
j=1 J u J X X

k A(T(C.)(,T(C.))
I£. x J Y J
j=lJ A(C.)

J

En supposant que 1es carres C1' C2, •.. , Ck sont ranges en ordre croi s-

sant, on chois i ra 11 = ck'/2.

On peut alors ecrire, en reprenant les notations du chapitre precedant

k

Z [ .I z, dh1(C., lJ)J =
J=l J G J

r

n(Gr) r k A(T(C.)fiT(C'))J-'
.I J 1b.(x) lJ (dx) J u (dy) I z, x J Y J
1=1 X 1 X j=l J A(C j )

+
A(T (C. n T (C.))

x J Y J

A(C.)
J
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On utilise les notations suivantes :

k A(T (C.)nT (C.))
(k)x. f 10. (x) )l(dx) f )l(dy) E £j

x J Y J
1 X 1 X j=l A(C, )

J

U9)1 + Z,\ (C j)) ] ,\(D i)

On a done

A(T (C.) r"lT (C.»x J Y J

A(C j)

i =1

k
L 9,j £m Ye.,c (Oi)

m=j+l J m

Pour 1es memes ra i sons que plus haut, T1 ayant ete eonvenab1ement
ehoisi, !(k)Xi J ._ est une famille de variables al eato tres

l 1-1, ... ,n(Gr)

eentrees, independantes et equidistribuees.
(k) k 2 k-l

var( Xi) = E 9, j Ye.,e.(Oi) + 2 L
j=1 J J j=1

(k)
(k) _ Xi

Zi - -(r-"'/2';'--2-/2C-2-ek-)Posons

var ((k)Z.) verifie 1'inegalite
1

var((k)zi) [ II£jl
j=l

Cette quantite est finie car, comme onl 'a demontre plus haut,

[
--1

Yc.,c.(Oi)j A(Oi) est fini pour r assez grand.
J J
Pour appliquer les resultats du paragraphe precedent, il suffit alors

de demontrer que
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lim
r /00

E[(k)xC 2J
=0

Or, grace aux resu1tats demontres anterieurement, on a d'une part

k

L
m=j+lj=l

k •
_ 1: £.( c:iv(C., ].1) - JC(C.)

I - '1 J G J JZ A(GV) J= r
r[k 2 k-l k Jl/2

1: z: (C ., C.) + 2 1: 1: £j £m (Cm, Cj )
-j=l J J J j=l m=j+l

aleatoire

k
2 k-1

L £. C.) + 2 L
J J J

j=l

A(F )
Comme on sait que lim = 0, on est bien dans la situation du

r /00 A(GV)
r

paragraphe precedent, d'oO la conclusion;
Pour tout k-up1e de carres distincts, croissants, de cotes paralleles

et de meme sommet infer i eur gauche, pour tout k-up1e de reel s £1 , •.. , £k'
une famille reguliere {G} !R etant dormee, la loi de la variable

r r t +

converge faib1ement vers la loi normale centree reduite.
Par consequent, 1e vecteur a1eatoire

converge en loi vers

Soit

{\(Cl' ].1), Yr(C2, ].1), ••• , Yr(Ck, ].1)}

avec Yr(Cj , ].1 ) = Z (C j, ].1) - .::t(c j )]
r

un vecteur gaussien centre de matrice de covariance
(K )mn m=l , .k

n=1, ,k

K = , C) si c < c .mn m n n - m filCl"2
K = 4 Z3 A(C ) A(C ) + 2Z2rA(C )+ A(C )(1 +(1 - )J +Znm m n - m n A m _

avec

(K ) _ est de rang k. En effet, dans le cas contraire, i1 existe-mn m-1 , ,k
n=1, ,k

rait un k-uple t l , ... , t k tel que
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k k-1 k

I 2 + 2 L <p(Cm, Cj) soit nul c'est-a.-dire9- j <P(C j , Cj) 9- j 9-mj=1 k m=jtl

tel que I £,dt- (C" IJ) soit une variable a1eatoire degeneree. Or ceci
J GV J

j=l yo

est impossible dans 1a mesure au le ca1cu1 de ,t G(Cj, IJ) fait intervenir des
points de la realisation IJ qui n'ont pas servi a. calculer tous les

(Ci' IJ), < i j - 1

On a donc encore a. notre disposition un test du caractere agregatif d'un
processus ponctuel ergodique a. p1usieurs echelles simultanement, dont on
connait le niveau asymptotique, lie a. la distribution du x2 a. k degres de
1iberte.

7. UN RESULTAT DE CONVERGENCE EN Lor

On considere maintenant la famille de variables aleatoires

V 1/2 " ,
Z A(G r ) ( c'lt; v (Ct , IJ) - cZ(C t ) ) ,

Gr
ou Ct est le carre de cote t, ayant son sommet inferieure gauche en 0 et

de cotes paralleles aux axes du plan, 0 t 1.

Pour tout r Yr est un processus sur (0,1). On considere mainte-
nant une suite Un de nombres reels, croissante et tendant vers 1'infini,
par exemple 1a suite des nombres rationnels ordonnes superieurs a. un nombre

fixe, et 1'on note Yn le processus obtenu pour r = Un'

La suite Yn converge en 10i vers le processus gaussien y(t) d'espe-
rancenulleettel que,sur 0

COy [ y(s), y(t)J = 4Z3 s2t2 + Z2(s2 + t 2 + s2(1 - + Z

au mo ins pour un choix convenable de 1a famille {G }r.r(iR+·

Pour demontrer cette proposition, etant donne le resultat du paragraphe

precedent, il suffit de demontrer que la suite Yn est tendue dans C,
c'est-a.-dire dans 1'ensemble des processus a. trajectoire continue sur (0,1).

Nous allons donc montrer que la suite Yn verifie les hypotheses du
theoreme 12.3 de Billingsley [6J, Ii savoir :
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apparait le terme

14 s2t2 - 12 s3t

9t 2

A(t,t) + A(s,s) - 2A(s,t),
4

t 2 + s2 2s2(1 - t )2 = ....:.4.=-t-....:..+--'--'-.:::..-=-,..--....:..::...-=--=---=-=:-

Ces resultats sont obtenus, 10rsque la mise en evidence du carre d'une
difference n'est pas immediate, par mises en facteur successives de (t-s)

et en tenant compte du fait que sur le domaine considere s,t et i sont
majores par 1.
Par exemple, dans

2 4 t 2 + 8st - 2s2
(t-s)

Les trois inegalites enoncees plus haut permettent d'ecrire, en tenant
compte du fait qu[une somme de carres de nombres positifs est inferieure au

carr-e de 1a somme et que \(Gr ) \( Gr ) pour tout n
1 n

avec

F(t) 4Z3 t 2 + Z2 t + 1 [Z3 (i t 2 + 2t) + 2- Z2 t]
3 9 18

On a donc bien la tension de la suite Yn et par suite la convergence en
10i de ce processus.

8. CONCLUSION.-

L'ensemble des resultats enonces dans ce travail fournit donc une fonc-
tion d'ensemble Jt(.) representative du caractere agregatif d'un processus
ponctuel stationnaire du second ordre sur R2. On sait estimer sans biais

cette fonction d'ensemble, 1'estimation etant consistante dans le cas 00 le
processus est ergodique. Si 1 'on fait 1 'hypothese que ce processus est de
Poisson homogene, on sait caracteriser le comportement asymptotique de cet
estimateur et aussi celui d'une suite d'estimateurs indicee par la taille
de 1'ensemble de reference, un carre, pour lequel on estime la fonction de
On peut donc tester de differentes manieres 1'hypothese poissonienne connais-

sant le niveau asymptotique de ces divers tests.
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i) la suite {Yn(O)}n f IN est tendue.

En effet, par application des proprietes du processus de Poisson,
var(yn(O» = Z et 1'inegalite Bienayme-Tchebyscheff permet d'enoncer que
quel que soit n , il existe a tel que P {1,Yn(O) I > a} < n: il suffit
de choisir a =/I ; ce qui implique la tension de {y (O)}

n n
ii) il existe une fonction F non decroissante bornee, continue sur

(0, 1) tel1e que

E[(Yn(t) - Yn(s»2J (F(t) - F(s»2

pour tout couple t,s de (0,1) et pour tout n.

Notons au passage que la realisation de cette inegalite en traine, par
application de 1 'inegalite de Bienayme-Tchebyscheff, que Yn est a trajec-
toire continue avec la probabilite 1 quel que soit n.

11 est probable que la majoration de E[(Yn(t) - Yn(s» par une
expression convenable soit possible quelle que soit la famille {G r } r f R
envisagee. Cependant, faute de connaitre explicitement la forme de +
cov(Yn(t), yn(s», la demonstration se heurte a des difficultes sans doute
surmuntables par des arguments geometriques. On a prefere se restreindre au
cas ou {G} '!R est une famille de rectangles de cotes par-a l l el es aux
axes du c +
-
GV etant un tel rectangle, de cotes L et on a a la suite de calculsrn
d'integrales faciles, si L) 2

cov[yn(t), yn(s)J = [4Z3 s2t2 t2Z2(t2+s2+s2(1_ + Z]

32 23 4 5 3 3 3
(LH) [Z3(2\S + \S + t - -Jo} + +1 +1 (1 - -

3 t 2s s3 s4 2 t 4s2 s4t2 2 t 4 s4 s4 _
+ Z ((-3- + 1) - 30t} + -9- + -9- } + Z ("9 +"9 +"9 (1 2t

soit, par souci de simplification des notations:

cov[Yn(t), yn(s)J = A(s,t) - + C(s,t)

Par consequent, on a Ja relation

E[(Yn(t) - Yn(S»2J = [A(t,t) + A(s,s) - 2 A(s,t)]
- (L + [B(t,t) + B(s,s) - 2B(s,t)J + C(t,t)tC(s,s) - 2C(s,t)

Il est facile de demontrer que, sur 0 s t 1
3 2 2 2 822A(t,t) + A(s,s) - 2A(s,t) (t -s) + 3 Z (t-s)

B(t,t) + B(s,s) - 2B(s,t) 0
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Ces resultats restent cependant incomplets. 11 convient en particulier
d'examiner le comportement de 1'estimateur de sous des contre hypotheses
raisonnables, en considerant des modeles de processus ponctuels ergodiques
soit reguliers, soit agreges, afin de juger de la valeur du test propose.

x
x x



-ANNEXE -

Ca1cu1 de y ,(G)c,c

\(C' )

\(T (C')nT (C'))
Xz yz

= f P(dIJ-} f 1G(x1)'¥o 4
X

IJ(dx 1) IJ( dy1) IJ(dx Z) IJ(dyz) - zZ x(G)Z (1 + Z x(C) )( 1 + Z \ (C' ) ) .

yc,c,(G) # cov(Z \(GJcfG(c), Z\(G)iG(c'))

\(T (C)t1T (C))
x Y

1 (x ) 1 1
G Z \(C)

Le processus P etant un processus de Poisson homogene de densite de 1'inten-

site Z, on a, en posant
\(T (C) ()

1
G
(x) x <p(x, y, C, G)

\(C)

Yc,c,(G) = f 4 ¢(x1, Y1' C, G) ¢(xZ' yZ' C', G) dY1' dXZ' dYZ)
X

- ZZ x(G)Z (1 + Z x(C)) (1 + Z \ (C' ) )

Sait, en natant que ¢(x, x, C, G) = 1

(* ) y ,(G) + ZZ \(G)Z (1 + Z \(C)) (1 + Z \(C')) =c,c

4
¢(x Z' yz, C', G) \(dx1) \( dY1) \(dxZ) \(dYZ)Z f ¢(x1'Yl,C,G)

X4
3 1G(xZ) A(dx1) \(dxZ) \( dY1)+ z f ¢(x1,y1,C,G)

X3
3

¢(x
Z'

Y1' C', G) \( dX1) \( dXZ) \( dY1)+ z f ¢(x1'Y1,C,G)
X3

+ Z3 J ¢(x1, Yl' C, G) q,(Y1' YZ' C', G) \( dX1) \( dY1 ) A(dYZ)

X3
3

q, (x Z' xl' CI, G) \(dx1) \( dY1 ) \(dxZ)+ Z f ¢(xl' Yl' C, G)
X3

+ f 3 ¢(x1' Yl' C, G) ¢(x1' YZ' C', G) \(dx1) \( dY1 ) \(dYZ)
X

+ f ¢(xZ' YZ' C', G) 1G(x1) \(dx1) \(dxZ) \(dYZ)
X3

+ ZZ J 1G(x Z) ¢(x"I' xz' C, G) \( dx1) \( dXZ)
X3
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f 1>(xl, x2,C ,G) \(dx l) ;\(dx2)
X
2

f lG(x 1) xl ' c, G) A(dxl) A(dx2)
X2

J 1> (Xl' X2' C', G) x(dxl) A(dx2)
X2

J lG(xl) lG(x2) \(dx l) \(dx 2)
X2

J 1> (Xl' Yl' C, G) l' (Xl' Yl' C' , G) A(dxl) A(dy1)
X2

J 1'(Xl' x2' C , G) 1'(x2, Xl' C', G) A(dx l) A(dx2)
X2

J lG(x) \(dx).
X

De claire, on a
\(T (C) n T (C))

J x y A(dy)
X,(C)

A(C)

En effet, puisque C est un carre de cote c,

A(Tx(C) n T (C))
J y A(dy)
X A (C)

+c c-I hi 2 2
( J dh ) = c = \(C)

-c C

De plus, lorsque x varie...dans G,
tout y n'appartenant pas a GC/2

5i 1'on appelle GC12 =
les inegalites suivantes :

A(T (C) A T (C)) est nul pourx y

x f. G, °(x, a G) > c /2} , on a

J lG(y) 1'(x, y, C, G) \(dx) \(dy) < \(G) \(C)
x2

J ( c /"2lG y) q,(X, y, C, G) \(dx) A(dy) > \(G"-) \(C)
x2

Ceci va nous permettre d'encadrer Yc,c,(G).
5i lion note

YC,c,(G) + Z2 A(G)2 (l+Z \(C)) (1+ Z \(C')) = a4 + a
3

+ 63 + Y3 + °3
+ £3 + n3 + a2 + 62 + Y2 + °2 + £2 + n2 + s2 + al

Chacun des symboles ci-dessus representant un des termes de la somme
membre de droite de (*), on a

Yc .c ' (G) " + Y3 +°3 + '3 + C'z + Sz + Y2 + °2 + + + al .
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En effet,
a
4

= Z4 \(G)Z \(C) \(C')

a
3
= Z3 \(G)Z \(C)

n3 = Z3 \(G)Z \(C')

E:Z = zZ \(G)Z

On peut alors encadrer ou calculer exactement chacun des termes restants.

Z3 \(G c n) \(C) \(C') < S3 < Z3 \(Gc ) \(C) \(C')

Z3 \(Gc /2) \(C) \(C') < Y3 < Z3 \(G) \(C) \(C')

Z3 \(G c ' /2) \(C) \(C') < °
3

< z3 \(G) \(C) \(C')

E:
3

z3 \(G) \(C) \(C')

Z c 12 ZZ \(C) < a z < Z \(G) \(C)

Sz Z2 \(G) \(C)

zZ \(Gc'12) \(C') < Y2 < ZZ \(G) \(C')

0z \(G) \(C')

Le calcul de nZ est un peu plus delicat. On a en fait

zZ \(G{
c'

dh] Zn2 f £:.ill
-c ' c

\(G) \(C') 1 I(1 - 3

z2 \(Gc' l2 )
--2

1 Z
\(C' ) (l - I 1*&) < (;2 < \(G) \(C') (l - 3 )3 \ C

a
l
= Z \(G).

En definitive, en supposant
ga1ite

c ' < c , Y ,(G) ver i f i e la double i ne-- c,c

f
l
(C, C', G) < Y , (G) < f 2(C, C', G)c,c

avec
f 1(C, C',G) = Z3 x(C) \ (C') [2 \ {G c + \ (Gc' 1"2) + \ (G)]

+ Z2[\{C)( \(G C
/
2) + A(G)) + A(C')(A{Gc 'l"2) + A{G))1

""T[C') 2 '!2
+ z2 A(C' )(1 - 1*) (\(G) + + ZA(G)
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fZ(C, C', G) = Z3 A(C) A(C') (A(GC + 3 A(G))

+ 2Z2 A(G)[A(C) + A(C') + A(C')(l - J + ZA(G)
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